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Abstract We prove that numerous negatively curved simply connected lo-
cally compact polyhedral complexes, admitting a discrete cocompact group
of automorphisms, have automorphism groups which are locally compact,
uncountable, non linear and virtually simple. Examples include hyperbolic
buildings, Cayley graphs of word hyperbolic Coxeter systems, and general-
izations of cubical complexes, that we call even polyhedral complexes. We
use tools introduced by Tits in the case of automorphism groups of trees,
and Davis–Moussong’s geometric realisation of Coxeter systems.
Re´sume´ Nous montrons que de nombreux complexes polye´draux simple-
ment connexes, localement compacts, a` courbure ne´gative, admettant un
groupe discret cocompact d’automorphismes, ont leur groupe d’automorph-
ismes localement compact, non de´nombrable, non line´aire et virtuellement
simple. Parmi les exemples, certains sont des immeubles hyperboliques,
des graphes de Cayley de syste`mes de Coxeter hyperboliques au sens de
Gromov, et des ge´ne´ralisations de complexes cubiques, que nous appelons
des complexes polye´draux pairs. Nous utilisons des outils dus a` Tits dans
le cas des groupes d’automorphismes d’arbres, et la re´alisation ge´ome´trique
de Davis–Moussong des syste`mes de Coxeter.
AMS Classification 20E32, 51E24, 20F55; 20B27, 51M20
Keywords Simple group, polyhedral complex, even polyhedron, word hy-
perbolic group, hyperbolic building, Coxeter group
1 Introduction
J. Tits a de´montre´ dans [31] que le groupe des automorphismes (sans inversion)
d’un arbre (diffe´rent de la droite) homoge`ne ou semi-homoge`ne localement fini,
est localement compact, non de´nombrable et simple. Le but de cet article est de
de´montrer la simplicite´ de groupes d’automorphismes de nombreux complexes
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polye´draux localement finis, ayant des proprie´te´s de courbure ne´gative, comme
par exemple des immeubles hyperboliques ou des complexes cubiques.
Un immeuble hyperbolique (voir [19]) est un immeuble de type un syste`me de
Coxeter (W (P ), S(P )) de la forme suivante. Soit P un polye`dre (compact con-
vexe, pas force´ment un simplexe) de l’espace hyperbolique re´el Hn de dimension
n, avec P de Coxeter (i.e. ses angles die`dres sont de la forme πk avec k un entier
au moins 2). Alors S(P ) est l’ensemble des re´flexions (orthogonales) sur les
faces de codimension 1 de P , et W (P ) le groupe d’isome´tries de Hn engendre´
par S(P ).
Un premier exemple est l’immeuble de Bourdon Ip,q avec p ≥ 5, q ≥ 3, qui
est l’unique complexe polye´dral de dimension 2, dont les polygones sont des
copies du p–gone hyperbolique re´gulier a` angles droits Pp , et le link de chaque
sommet est isomorphe au graphe biparti complet a` q + q sommets (voir [7]).
Il existe une nume´rotation des areˆtes de Ip,q (unique une fois nume´rote´es les
areˆtes d’un polygone fixe´) par I = {1, · · · p} de sorte que le long du bord de
chaque polygone les areˆtes apparaissent avec l’ordre cyclique ou l’ordre inverse.
L’ensemble des polygones de Ip,q est alors un syste`me de chambres sur I , deux
chambres e´tant i–adjacentes si et seulement si les polygones correspondants se
rencontrent le long d’une areˆte nume´rote´e i. Il est facile (voir [19]) de montrer
que Ip,q est un immeuble de type (W (Pp), S(Pp)).
The´ore`me 1.1 Le groupe des automorphismes pre´servant le type de l’immeu-
ble de Bourdon Ip,q est un groupe localement compact, non de´nombrable, non
line´aire au moins si p est multiple de 4, et simple.
Dans [23] sont construits de nombreux autres exemples. Soit L un m–gone
ge´ne´ralise´ fini e´pais classique (i.e. un graphe biparti complet a` p + q sommets
avec p, q ≥ 3 si m = 2, ou si m ≥ 3, l’immeuble sphe´rique de rang 2 d’un groupe
de Chevalley fini G(Fq), avec G un groupe alge´brique simple, de groupe deWeyl
le groupe die´dral D2m d’ordre 2m). Par exemple, L peut eˆtre l’immeuble des
drapeaux du plan projectif sur le corps fini Fq , avec m = 3. Soit k un entier
pair au moins 6. Alors dans [23] est construit un 2–complexe polye´dral Ak,L ,
dont les polygones sont des copies du k–gone hyperbolique Pk,m re´gulier a`
angles πm , et le link de chaque sommet est isomorphe au graphe biparti L.
L’ensemble de ses polygones posse`de aussi une structure naturelle d’immeuble
de type (W (Pk,m), S(Pk,m)) (voir [19]).
The´ore`me 1.2 Le groupe des automorphismes de l’immeuble hyperbolique
Ak,L est un groupe localement compact, non de´nombrable, non line´aire au
moins si k est multiple de 4, et virtuellement simple.
Geometry & Topology Monographs, Volume 1 (1998)
Simplicite´ de groupes d’automorphismes 183
En fait, Ak,L est la re´alisation ge´ome´trique au sens de Davis–Moussong (voir
[25]) du syste`me de Coxeter W (k, L), dont la matrice de Coxeter est la matrice
d’adjacence du graphe L, ou` les 1 et 0 ont e´te´ remplace´s par des k2 et ∞ respec-
tivement. Le 1–squelette de la re´alisation ge´ome´trique de Davis–Moussong d’un
syste`me de Coxeter (W,S) s’identifie au graphe de Cayley de (W,S), et nous
montrons que tout automorphisme du 1–squelette s’e´tend a` cette re´alisation
ge´ome´trique (voir section 5.1). Appelons mur du graphe de Cayley l’ensemble
des points fixes d’un conjugue´ d’un e´le´ment de S . Un mur est propre si aucune
des deux composantes du comple´mentaire du mur ne reste a` distance borne´e
du mur. Un automorphisme du graphe de Cayley fixe strictement un mur s’il
fixe le mur et n’e´change pas les deux composantes de son comple´mentaire.
Un syste`me de Coxeter est dit rigide s’il n’existe pas d’automorphisme non
trivial de son diagramme qui fixe les areˆtes de poids fini issues d’un de ses
sommets. Ge´ne´ralisant [23], nous montrons que le groupe des automorphismes
(de graphe) du graphe de Cayley de (W,S) est non de´nombrable si et seulement
si (W,S) est non rigide, et nous le calculons exactement dans le cas rigide (voir
the´ore`me 5.12).
The´ore`me 1.3 Si (W,S) est un syste`me de Coxeter, avec W ne contenant
pas de sous-groupe isomorphe a` Z + Z, alors le quotient, par son sous-groupe
distingue´ des e´le´ments fixant l’infini, du sous-groupe G+ des automorphismes
du graphe de Cayley de (W,S) engendre´ par les fixateurs stricts de murs pro-
pres, est simple. Il est non trivial, donc non de´nombrable, si et seulement si
(W,S) n’est pas rigide.
Un complexe cubique de dimension n est un complexe polye´dral P , dont les
polye`dres sont des cubes euclidiens [−12 ,
1
2 ]
k , tout cube de P e´tant contenu
dans un cube de dimension (maximale) n. Il est dit CAT(0) s’il est simplement
connexe, et si pour tout cube c de P , le link lk(c) de c ve´rifie la condition
suivante: tout cycle d’areˆtes dans lk(c) est de longueur au moins 3, et si de
longueur 3, borde un simplexe de lk(c). Pour toute areˆte a de P , il existe
un unique sous-complexe (de la subdivision barycentrique) de P , appele´ mur
(“geometric hyperplane” par M. Sageev [28]), rencontrant a en son milieu, et
dont toute intersection non triviale avec un cube de dimension n de P est un
hyperplan [−12 ,
1
2 ]
k × {0} × [−12 ,
1
2 ]
n−k−1 de ce cube. Par exemple, si n = 1,
alors P est un arbre, et un mur est le milieu d’une areˆte.
Nous introduisons une notion de polye`dre pair (section 4.1) et donc de complexe
polye´dral pair (i.e. dont tous les polye`dres sont pairs), ge´ne´ralisant strictement
celle de cube et complexe cubique, avec ses murs. Un polye`dre d’un espace
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a` courbure constante est pair s’il est syme´trique par rapport a` l’hyperplan
me´diateur de chacune de ses areˆtes, et si un tel hyperplan ne passe pas par
un de ses sommets. Nous donnons en section 4.1 la construction explicite de
tous les polye`dres pairs euclidiens ou hyperboliques, a` partir des syste`mes de
Coxeter finis, ainsi que la liste comple`te des polye`dres hyperboliques pairs de
dimension 2 et 3 qui sont eux-meˆmes des polye`dres de Coxeter. M. Davis
nous a signale´ que nos polye`dres pairs sont, du point de vue combinatoire,
exactement les zonotopes de Coxeter (aussi appele´s “Coxeter cell” dans [16]),
i.e. les polye`dres duaux de l’arrangement d’hyperplans forme´ par les hyperplans
fixes des conjugue´s des re´flexions d’un syste`me de Coxeter fini. Nos complexes
polye´draux pairs sont donc, du point de vue combinatoire, des cas particuliers
de “zonotopal cell complex” au sens de [17]. Notons qu’il existe des polye`dres
pairs non isome´triques ayant meˆme combinatoire.
The´ore`me 1.4 Soit P un complexe polye´dral pair (par exemple cubique), lo-
calement fini, CAT(0), admettant un groupe discret cocompact d’automorphis-
mes qui est hyperbolique au sens de Gromov. Alors le groupe d’automorphismes
G+ de P engendre´ par les fixateurs stricts de murs propres est presque simple
(au sens que tout e´ventuel sous-groupe distingue´ propre est relativement com-
pact). Si P est CAT(−1) et tout point de P appartient a` une droite ge´ode´sique,
alors G+ est simple, et non de´nombrable si non trivial.
Bien suˆr, G+ peut eˆtre trivial. Pour tout type de polye`dre euclidien pair pos-
sible, nous construisons (section 5.4) un complexe polye´dral pair CAT(−1),
dont les cellules maximales sont de ce type, et dont le groupe G+ est non
de´nombrable. Un arbre homoge`ne ou semi-homoge`ne localement fini admet un
groupe discret cocompact d’automorphismes qui est libre, donc hyperbolique
au sens de Gromov (voir section 2 pour des rappels sur cette notion.) Nous
retrouvons ainsi le re´sultat de J.Tits. La condition de locale finitude n’est
pas vraiment ne´cessaire (voir section 7). La condition d’hyperbolicite´ n’est
sans doute pas optimale. Mais comme le montre le cas du produit de deux
arbres homoge`nes, il faut une hypothe`se d’irre´ductibilite´ sur P . Nous ren-
voyons a` [11] pour un crite`re inge´nieux de simplicite´ sur les groupes discrets
d’automorphismes du produit de deux arbres.
Une ge´ne´ralisation imme´diate du the´ore`me B de Niblo–Reeves [26] est la suiv-
ante.
The´ore`me 1.5 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0) de dimension finie.
Toute action polye´drale sur P d’un groupe ayant la proprie´te´ (T) de Kazhdan
a un point fixe global.
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Pour ge´ne´raliser la situation des exemples ci-dessus, nous introduisons (sec-
tion 3) une notion abstraite d’ensemble discret X muni d’un syste`me de murs,
mode´lisant les proprie´te´s de l’ensemble des sommets d’un complexe polye´dral
cubique (ou pair) CAT(0) et de la famille de ses hyperplans me´diateurs des
areˆtes, ou d’un groupe de Coxeter W muni de sa famille de murs (voir [27,
page 14]). Dans les sections 4.2 a` 4.4, nous e´tudions l’espace a` murs canonique-
ment associe´ a` un complexe polye´dral pair.
Sous des hypothe`ses d’hyperbolicite´ au sens de Gromov (voir section 2.2 pour
les proprie´te´s que nous utiliserons) du graphe d’incidence de cette famille de
murs, nous montrons (section 6) un the´ore`me de simplicite´ sur des groupes
de bijections de X pre´servant le syste`me de murs, ve´rifiant une condition (P)
analogue a` celle introduite par J. Tits [31] dans le cas des arbres. Le lemme clef
6.4 sur les commutateurs est analogue au lemme 4.3 de [31]. Enfin, en section
7, nous appliquons ce the´ore`me de simplicite´ a` nos exemples.
Nous remercions F. Choucroun, pour son expose´ sur l’article de J. Tits, qui a servi de
point de de´part a` ce travail, ainsi que S. Mozes et M. Davis.
2 Rappels sur les espaces me´triques hyperboliques
Nous renvoyons a` [21, 20] pour les de´finitions, re´fe´rences, historiques et preuves
des proprie´te´s rappele´es ci-dessous des espaces me´triques hyperboliques au
sens de Gromov, a` [9, 6] pour celles des espaces me´triques CAT(χ) au sens
d’Alexandroff–Topogonov et a` [8] pour celles des complexes polye´draux. Le
lecteur connaisseur peut se ramener directement a` la proposition 2.1.
2.1 De´finitions diverses
Une ge´ode´sique d’un espace me´trique X est une isome´trie d’un intervalle I de
R dans X . On parle de segment, rayon ou droite ge´ode´sique si I est de la
forme [a, b], [a,+∞[ ou R. Un espace me´trique est ge´ode´sique si par deux de
ses points passe un segment ge´ode´sique.
Un espace ge´ode´sique est hyperbolique (au sens de Gromov) s’il existe une con-
stante δ ≥ 0 (dite constante d’hyperbolicite´) telle que tout point de tout coˆte´
de tout triangle ge´ode´sique est a` distance au plus δ d’un point de l’un des
deux autres coˆte´s. Un groupe de type fini G, muni d’une partie ge´ne´ratrice
S , est hyperbolique (au sens de Gromov) si le graphe de Cayley de G pour S ,
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muni de sa me´trique naturelle, est hyperbolique. Une application f : X → Y
entre deux espaces me´triques est une quasi-isome´trie s’il existe des constantes
λ ≥ 1, c, c′ ≥ 0 telles que pour tous x, y dans X et z dans Y :
1
λ
d(x, y)− c ≤ d(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + c et d(z, f(X)) ≤ c′.
Un espace ge´ode´sique quasi-isome´trique a` un espace hyperbolique est encore
hyperbolique, donc l’hyperbolicite´ d’un groupe ne de´pend pas de la partie
ge´ne´ratrice fixe´e.
Deux rayons ge´ode´siques sont asymptotes si leur distance de Hausdorff est finie.
Ceci de´finit une relation d’e´quivalence sur l’ensemble des rayons ge´ode´siques
dans X . L’ensemble des classes d’e´quivalence est appele´ le bord (ou espace a`
l’infini) de X , et note´ ∂X . Il existe une topologie naturelle sur X = X ∪ ∂X ,
me´trisable compacte lorsque X est hyperbolique, localement compact, complet.
Toute quasi-isome´trie entre deux espaces hyperboliques s’e´tend continuˆment en
un home´omorphisme de ∂X sur ∂Y .
Soit X un espace ge´ode´sique et χ ∈ R. Soit X2χ le plan riemannien complet
simplement connexe a` courbure constante χ (X2χ est le plan hyperbolique, le
plan euclidien, la sphe`re de dimension 2 si χ = −1, 0, 1). Soit △ = [xy]∪ [yz]∪
[zx] un triangle ge´ode´sique dans X . Soit △ = [x y] ∪ [y z] ∪ [z x] un triangle
ge´ode´sique dans X2χ ayant meˆmes longueurs des coˆte´s que △. Si s ∈ △, le point
sur le coˆte´ correspondant de ∆, a` la meˆme distance des extre´mite´s que s, est
note´ s. Un triangle ge´ode´sique △ dans X est CAT(χ) s’il est plus “pince´” que
le triangle correspondant de l’espace mode`le, i.e. si, pour tous points s, t ∈ △,
on a
dX(s, t) ≤ dX2χ(s, t).
Un espace ge´ode´sique est CAT(χ) si tout triangle ge´ode´sique de X est CAT(χ).
Si χ < 0, un espace CAT(χ) est hyperbolique au sens de Gromov.
Un complexe polye´dral P est un complexe cellulaire (voir par exemple [30])
dont les cellules sont des polye`dres (compacts convexes) d’un espace a` courbure
constante, et dont les applications d’attachements sont cellulaires et localement
isome´triques sur chaque cellule ouverte. Un complexe polygonal est un complexe
polye´dral de dimension 2. Un complexe polye´dral, dont les polye`dres sont
des simplexes ne se rencontrant qu’au plus en une face, est pre´cise´ment (la
re´alisation ge´ome´trique d’) un complexe simplicial.
Un automorphisme de complexe polye´dral de P est un automorphisme du
complexe cellulaire P . Nous identifierons deux automorphismes qui envoient
chaque cellule ouverte sur une meˆme cellule ouverte. Un automorphisme est
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dit isome´trique (ou une isome´trie polye´drale) si sa restriction a` chaque polye`dre
est isome´trique. Par exemple, si P est un rectangle euclidien non carre´, alors
P admet 4 isome´tries polye´drales, et 8 automorphismes. Si P est muni de
la topologie faible usuelle, le groupe des automorphismes de P sera muni de
la topologie compacte–ouverte. Si P est localement fini, alors Aut G est lo-
calement compact, et le fixateur de tout polye`dre de P est un groupe compact
profini.
Si P n’a qu’un nombre fini de classe d’isome´trie de polye`dres, alors (voir [8])
il existe une me´trique d (naturelle pour les automorphismes de P ) ge´ode´sique
et comple`te, ainsi de´finie. Une ge´ode´sique brise´e γ de P est une courbe qui,
par morceaux, est contenue et ge´ode´sique dans un polye`dre de P . Sa longueur
ℓ(γ) est la somme des longueurs des morceaux ge´ode´siques pre´ce´dents. Alors
d(x, y) est la borne infe´rieure des longueurs des ge´ode´siques brise´es entre x et
y .
Sauf mention explicite du contraire, tout complexe polye´dral sera muni de cette
distance. Toute isome´trie polye´drale est une isome´trie pour cette distance.
La topologie faible et la topologie induite par cette distance co¨ıncident si et
seulement si P est localement fini. Voir [21] pour l’e´quivalence, dans le cas des
complexes cubiques, entre la de´finition ci-dessus de CAT(0) et celle donne´e en
introduction.
Si C est un complexe polye´dral n’ayant qu’un nombre fini de types d’isome´-
trie de cellules, et x ∈ C , nous noterons lk(x,C) l’espace des germes de seg-
ments ge´ode´siques issus de x. Il posse`de une structure naturelle de complexe
polye´dral, dont les cellules sont des polye`dres sphe´riques.
Un graphe est un 1–complexe simplicial connexe. En identifiant chaque areˆte a`
[−12 ,
1
2 ], on obtient un complexe polye´dral. Sa me´trique est l’unique me´trique
ge´ode´sique rendant chaque areˆte isome´trique a` [0, 1]. Un arbre est un graphe
simplement connexe. Un arbre est CAT(−∞), i.e. CAT(χ) pour tout χ ∈ R.
2.2 Groupes d’isome´tries non e´le´mentaires
Soit Y un espace me´trique complet, ge´ode´sique et hyperbolique, tel que par
deux points de Y ∪ ∂Y passe un segment, rayon ou droite ge´ode´sique (cette
dernie`re condition est toujours remplie si Y est localement compact). On note
∂2Y l’espace des couples de points distincts de ∂Y . On note Z l’adhe´rence
dans Y ∪ ∂Y d’une partie Z de Y , et ∂Z = Z ∩ ∂Y .
Une isome´trie g de Y est dite hyperbolique si pour un (donc pour tout) point x
dans Y , l’application de Z dans Y qui a` k associe gkx est une quasi-isome´trie
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sur son image. En particulier, g admet alors exactement deux points fixes dans
∂Y .
Soit G un sous-groupe du groupe des isome´tries de Y (n’agissant peut-eˆtre pas
proprement discontinument). De´finissons l’ensemble limite ΛG de G comme
l’adhe´rence dans ∂Y de l’ensemble des points fixes dans ∂Y des e´le´ments hy-
perboliques de G. Le groupe G est dit non e´le´mentaire si son ensemble limite
contient au moins trois points et ne contient pas de point fixe global (cette
dernie`re condition est toujours remplie si Y est localement compact et G dis-
cret). Si G est non e´le´mentaire, ΛG est non de´nombrable et sans point isole´;
c’est l’ensemble d’accumulation dans ∂Y de l’orbite par G de tout point de Y ;
c’est le plus petit ferme´ non vide invariant par G dans ∂X ; l’orbite par G de
tout point de ΛG est dense dans ΛG. On note Λ2G l’ensemble des couples de
points distincts de ΛG.
Remarque Par exemple, si Y est localement compact, si G contient un sous-
groupe agissant proprement discontinuˆment avec quotient compact sur Y , alors
G est non e´le´mentaire et ΛG = ∂Y .
Proposition 2.1 Si G est non e´le´mentaire, alors l’ensemble des couples des
point fixes des e´le´ments hyperboliques de G est dense dans Λ2G.
Soit H un sous-groupe distingue´ non trivial de G. Si G est non e´le´mentaire,
alors ou bien H est contenu dans le noyau de l’action de G sur ΛG, ou bien
H est non e´le´mentaire, d’ensemble limite e´gal a` celui de G.
Preuve La premie`re assertion est due a` [21, Corollaire 8.2.G].
Pour la seconde assertion, supposons que h ∈ H n’agisse pas trivialement sur
l’ensemble limite de G. Montrons tout d’abord que H contient au moins un
e´le´ment hyperbolique.
Soit a ∈ ΛG tel que ha 6= a. Par invariance, ha est dans ΛG. Soit δ une
constante d’hyperbolicite´ de X . Soit U un voisinage ouvert suffisamment petit
de a dans Y ∪ ∂Y , de sorte que U et hU soient disjoints, et se´pare´s d’une
distance grande devant δ . Soit g un e´le´ment hyperbolique de G, dont les points
fixes re´pulsif g− ∈ ΛG et attractifs g+ ∈ ΛG sont dans U et hU respectivement.
Soit γ une ge´ode´sique entre g− et g+ . Soit y un point de γ∩U . En particulier,
hy appartient a` hU .
Si n est assez grand, alors gny est proche de g+ , donc appartient a` hU . Donc
h−1gny appartient a` U , et si n est assez grand, g−nh−1gny est beaucoup plus
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a
ha
h−1gny
y g
hy
g− g+
gny
hU
U
g−nh−1gny
Figure 1: Construction d’un e´le´ment hyperbolique dans H
proche de g− que y . Donc il existe une constante K (ne de´pendant que de δ)
telle que y est a` distance au plus K d’un segment ge´ode´sique entre g−nh−1gny
et hy . Quitte a` avoir pris U suffisamment petit, on a
inf{d(y, hy), d(y, g−nh−1gny)} > 2K + 1000δ.
Par [21, Lemma 8.1.A], on en de´duit que h(g−nh−1gn)−1 est hyperbolique.
Comme H est distingue´, ceci montre notre affirmation pre´liminaire.
Maintenant, comme les conjugue´s d’un e´le´ment hyperbolique h de H sont en-
core dans H , que l’orbite par G d’un point fixe de h est contenue et dense dans
ΛG, on en de´duit que ΛH = ΛG. En particulier ΛH contient au moins trois
point. Si H fixait un point a de ΛH , celui-ci serait unique [21, 8.2.D]. Comme
H est distingue´ dans G, le point a serait fixe par G, ce qui est impossible.
Lemme 2.2 Supposons ∂Y non vide sans point isole´. Si Y est localement
compact, le noyau de l’action de G sur le bord de Y est relativement compact
dans le groupe des isome´tries de Y (donc compact si G est ferme´ dans le groupe
des isome´tries de Y ). Si Y est CAT(−1) et tout point de Y appartient a` une
droite ge´ode´sique, alors G agit fide`lement sur le bord.
Preuve Pour la premie`re assertion, soient x, y, z trois points distincts de ∂Y
et p une quasi-projection de x sur une ge´ode´sique entre y et z . Une isome´trie
de Y qui fixe (point par point) le bord de Y bouge p d’une distance infe´rieure
a` une constante. Le re´sultat de´coule alors du the´ore`me d’Ascoli.
Pour la seconde assertion, soit g ∈ G fixant le bord de Y . Soit x ∈ Y et
a, b ∈ ∂Y les extre´mite´s d’une droite ge´ode´sique D passant par x. Soient
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a′, b′ deux points proches et distincts de a, b respectivement. Soit p, p′ l’unique
projection de a′, b′ sur D . Alors par unicite´, p et p′ sont fixes par l’isome´trie
g , et x ∈ [p, p′] aussi, par unicite´ du segment ge´ode´sique entre deux points.
3 Espaces a` murs
Soit X un ensemble. Un mur de X est une partition de X en deux sous-
ensembles, appele´s les demi-espaces de´finis par le mur. Un mur se´pare deux
points x et y de X si et seulement si x appartient a` l’un des demi-espaces
de´finis par le mur et y appartient a` l’autre. Un syste`me de murs sur X est un
ensemble M de murs de X tel que:
(M) Pour tous x et y distincts dans X , l’ensemble M(x, y) des murs
de M se´parant x et y est fini non vide.
Un espace a` murs est un couple (X,M), ou` X est un ensemble etM un syste`me
de murs sur X . Tout singleton de X est alors l’intersection des demi-espaces
qui le contiennent.
Dans un espace a` murs (X,M), on dit qu’un point z est entre deux points x et
y si M(x, y) est la re´union (ne´cessairement disjointe) de M(x, z) et M(z, y).
Le graphe associe´ a` (X,M) est le graphe ayant X pour ensemble de sommets,
et une areˆte entre deux sommets x et y si et seulement si les seuls points
de X entre x et y sont x et y . On note G = G(X,M) ce graphe, qui est
connexe d’apre`s l’axiome (M). Un mur M de X est dit transverse a` une areˆte
de G(X,M) lorsqu’il se´pare ses extre´mite´s.
Un espace a` murs (X,M) est dit hyperbolique si son graphe associe´ est un
espace me´trique hyperbolique au sens de Gromov, et s’il ve´rifie la condition
(H) suivante de non trivialite´ et de compatibilite´ entre la structure me´trique de
G et le syste`me de demi-espaces de´fini par M:
(H) Pour tout ξ ∈ ∂G , l’ensemble des parties de G ∪ ∂G de la forme
A, ou` A est un demi-espace de (X,M) tel que A contient ξ dans son
inte´rieur, est une base de voisinages de ξ dans G ∪ ∂G .
3.1 Automorphismes d’espaces a` murs et proprie´te´ (P) de Tits
Soit (X,M) un espace a` murs. Un automorphisme φ de (X,M) est une
bijection de X pre´servant M. Il induit un automorphisme du graphe G , encore
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note´ φ. Si (X,M) est hyperbolique, alors φ induit un home´omorphisme du
bord hyperbolique ∂G de G , toujours note´ φ.
Si Aut(X,M) est le groupe des automorphismes de (X,M), et Aut(G) le
groupe des automorphismes de graphe de G , alors l’application φ 7→ φ est une
injection de Aut(X,M) dans Aut(G), en ge´ne´ral non surjective (voir toutefois
la preuve du the´ore`me 5.1). Nous identifierons Aut(X,M) avec son image dans
Aut(G). Lorsque G est localement fini, nous munirons Aut(G) de la topologie
compacte–ouverte et Aut(X,M) de la topologie induite.
Un automorphisme fixe strictement un mur M s’il fixe les sommets de toute
areˆte transverse a` M . Un automorphisme d’un espace a` murs fixe strictement
un demi-espace A s’il fixe A et fixe strictement le mur M = {A,X \ A}.
Lemme 3.1 Un automorphisme fixant strictement un mur M pre´serve chacun
des demi-espaces de X de´finis par M .
Preuve Remarquons d’abord que si M se´pare deux points x, y , alors tout
chemin entre x et y dans G contient une areˆte de G transverse a` M .
Notons M = {A,X \A} et V (M) l’ensemble des sommets d’areˆtes de G trans-
verses a` M . Si x appartient au demi-espace A, soit p un point de V (M) a`
distance minimale de x. Par minimalite´, p est dans A. Si φ fixe strictement
M , alors il fixe point par point V (M). Il envoie un chemin γ de longueur
minimale entre x et p sur un chemin de meˆme longueur entre φ(p) = p et
φ(x). Si φ(x) n’est pas dans A, alors le chemin φ(γ) doit contenir une areˆte
transverse a` M , ce qui contredit le fait que φ pre´serve la distance combinatoire
a` V (M).
On appelle chaˆıne une suite (Ai)i∈Z de demi-espaces qui est strictement de´crois-
sante pour l’inclusion. Un automorphisme fixe strictement cette chaˆıne s’il fixe
strictement chaque mur Mi = {Ai,X \Ai}. Par le lemme pre´ce´dent, il pre´serve
alors chaque demi-espace Ai .
Soit G un groupe d’automorphismes de (X,M). Si M = {A,X \ A} est un
mur de M, soit GM le sous-groupe de G fixant strictement M . Par le lemme
pre´ce´dent, le groupe GM pre´serve les ensembles X \A et A. Nous notons GA
(resp. GX\A ) le groupe des permutations de A (resp. X \ A) induit par GM .
Le produit des restrictions donne un morphisme injectif
GM → GA ×GX\A.
Soit C = (Ai)i∈Z une chaˆıne. Soit GC le sous-groupe de G fixant strictement
C . Pour tout i, le groupe GC pre´serve l’ensemble Ai \ Ai+1 , et nous notons
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GC,i le groupe des permutations de cet ensemble induit par GC . Le produit
direct des restrictions GC → GC,i est un morphisme
GC →
∏
i∈Z
GC,i.
Lemme 3.2 Ce morphisme est injectif.
Preuve Il suffit de montrer que pour toute chaˆıne C = (Ai)i∈Z de (X,M),
la re´union des Ai \Ai+1 vaut tout X . Supposons par l’absurde qu’il existe un
point x n’appartenant pas a` cette re´union. Supposons que x appartient a` A0
(si x ∈ X \ A0 , le raisonnement est le meˆme, quitte a` renverser l’ordre de Z).
Soit x0 ∈ A0 \ A1 . Alors x0 appartient a` X \ Ai et x appartient a` Ai pour
tout i ≥ 1. Donc le mur Mi = {X \Ai, Ai} se´pare x0 et x pour tout i ≥ 1, ce
qui contredit la finitude de M(x, x0).
La de´finition suivante est alors analogue a` la proprie´te´ homonyme de [31].
De´finition 3.3 On dit qu’un groupe G d’automorphismes de (X,M) ve´rifie
la proprie´te´ (P ) si pour tout mur M et toute chaˆıne C , les morphismes
pre´ce´dents sont surjectifs, i.e. des isomorphismes.
Lemme 3.4 Soit G un groupe d’automorphismes d’un espace a` murs, ayant
la proprie´te´ (P). Alors le sous-groupe de G engendre´ par les fixateurs stricts
de murs co¨ıncide avec le sous-groupe de G engendre´ par les fixateurs stricts de
demi-espaces.
Preuve Le second groupe est contenu dans le premier, par de´finition. Il suffit
donc de montrer que tout e´le´ment g de G fixant strictement un mur M =
{A−, A+} est produit de deux e´le´ments g−, g+ fixant strictement les demi-
espaces A−, A+ respectivement. Par la proprie´te´ (P), le morphisme GM →
GA− × GA+ est surjectif. Il suffit de prendre pour g
−, g+ des pre´images de
(g|A− , id) et (id, g|A+) respectivement.
Conside´rons la proprie´te´ suivante d’un espace a` murs (X,M).
(M′ ) Pour tous demi-espaces A,B de (X,M), avec B rencontrant A
et son comple´mentaire, tout automorphisme fixant strictement le mur
M = {A,X \A} pre´serve B .
Dans le cas d’un arbre, cette condition est vide (donc n’apparaˆıt pas dans [31]).
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Lemme 3.5 Si un espace a` murs (X,M) ve´rifie la condition (M′ ), alors le
groupe de tous ses automorphismes ve´rifie la proprie´te´ (P).
Preuve Soit M = {A−, A+} un mur de (X,M). Soit h± la restriction a` A±
d’un automorphisme h
±
de (X,M) fixant strictement M . Comme A−∪A+ =
X , soit g la bijection de X valant h± sur A± . Montrons que g pre´serve M, ce
qui impliquera la surjectivite´ de Aut(X,M)M→Aut(X,M)A−×Aut(X,M)A+ .
Soit N = {B,X \ B} un mur de (X,M). Si B est contenu dans A± , alors
g(B) = h±(B) ⊂ A± , donc g(B) = h
±
(B) est un demi-espace de (X,M).
D’ou` g(N) est encore un mur de (X,M). Si B rencontre a` la fois A− et A+ ,
alors les deux automorphismes h
−
et h
+
pre´servent B par la proprie´te´ (M′ ).
Donc h
±
pre´serve B ∩ A± . D’ou` g pre´serve B , et g(N) = N est encore un
mur de (X,M).
Soit C = (Ai)i∈Z une chaˆıne de (X,M), et soit hi la restriction a` Ai\Ai+1 d’un
automorphisme hi de (X,M) fixant strictement Mi . Comme X =
⋃
i∈Z Ai \
Ai+1 (voir la preuve du lemme 3.2), il existe une bijection g de X valant
hi sur Ai \ Ai+1 . Soit B un demi-espace de (X,M). On montre comme
pre´ce´demment que si B est contenu dans un Ai \ Ai+1 , alors g(B) est encore
un demi-espace, et que, par la proprie´te´ (M′ ), si B rencontre au moins deux
Ai \ Ai+1 , alors g(B) = B . Donc g est un automorphisme de (X,M). Ceci
montre la surjectivite´ de Aut (X,M)C →
∏
i∈Z Aut (X,M)C,i .
Un mur d’un espace a` murs hyperbolique est dit propre si le bord a` l’infini
dans G de chacun des demi-espaces qu’il de´finit n’est pas e´gal a` tout ∂G . Une
chaˆıne C = (Ai)i∈Z est propre si chaque mur Mi = {Ai,X \ Ai} est propre.
Dans la condition (H), nous pouvons de plus supposer que les murs de´finissant
les demi-espaces A sont propres. Si G est un groupe d’automorphismes de
(X,M), nous noterons G+ le sous-groupe de G engendre´ par les fixateurs
stricts de murs propres.
Lemme 3.6 Soit (X,M) un espace a` murs hyperbolique, de graphe associe´
G localement fini, et G un groupe d’automorphismes de (X,M), ferme´ vu
comme sous-groupe du groupe des automorphismes de G , ayant la proprie´te´
(P), agissant de manie`re non e´le´mentaire sur G et d’ensemble limite e´gal a` ∂G .
Si G+ est non trivial, alors G+ est non de´nombrable.
Preuve Soit M un mur propre, de fixateur strict non trivial. Soit G+M le
sous-groupe de G fixant strictement le mur M et fixant l’un des demi-espaces,
disons A, de´finis par M . Le sous-groupe G+M est ferme´ dans G, donc dans
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Aut(G). On en de´duit que G+M est localement compact. Pour montrer qu’il
est non de´nombrable, il suffit de montrer qu’il n’a pas de point isole´, et comme
c’est un groupe topologique, que l’identite´ n’est pas isole´e.
Soit g un e´le´ment non trivial de G+M , qui existe par la proprie´te´ (P) quitte
a` e´changer A et X \ A, et K une partie compacte arbitraire de G . Puisque
M est propre, soit x un point de ∂X \ ∂A. Soit U un ouvert, contenu dans
X \ (A∩K), contenant x. Puisque G est non e´le´mentaire, il existe un e´le´ment
hyperbolique h dans G dont le point fixe attractif est contenu dans U et le
point fixe re´pulsif dans ∂X \ ∂(X \ A). Si n est assez grand, alors hn(X \A)
est contenu dans U . Posons gn = h
ngh−n , qui appartient a` G et meˆme a` G+M .
Comme g vaut l’identite´ sur A, l’e´le´ment gn vaut l’identite´ sur h
n(A), donc
sur K . Puisque g est non trivial, gn l’est aussi. On en de´duit que l’identite´
n’est pas isole´e dans G+M .
3.2 L’exemple classique des syste`mes de Coxeter
Adoptons un premier point de vue alge´brique (on trouvera dans [5, Chapitre IV,
Section 1, Exemple 16], [27] toutes les justifications des affirmations ci-dessous).
Soient (W,S) un syste`me de Coxeter, T l’ensemble de ses re´flexions (i.e. des
conjugue´s dans W des e´le´ments de S ), et ℓ(w) la longueur minimale d’une
e´criture de w ∈W comme mot sur S . Pour t ∈ T , posons:
A+t = {w ∈W, ℓ(w) < ℓ(tw)} et A
−
t = {w ∈W, ℓ(w) > ℓ(tw)}.
Alors A+t contient 1W et A
−
t contient t. De plus, ℓ(w) et ℓ(tw), n’ayant
pas la meˆme parite´, sont toujours diffe´rents. Donc {A+t , A
−
t } est un mur de
W (les demi-espaces A±t sont appele´es moitie´s dans [5]). Notons M(W,S) =
M l’ensemble des murs ainsi obtenus (en correspondance biunivoque avec T ).
Montrons que M(W,S) ve´rifie l’axiome (M).
Pour w′, w′′ ∈W , l’ensemble des murs se´parant w′ de w′′ correspond a` l’ensem-
ble des re´flexions t de la forme s1 . . . si−1sisi−1 . . . s1 , pour une e´criture ge´ode´s-
ique fixe´e w′−1w′′ = s1 . . . sn , avec n = ℓ(w
′−1w′′). Il y a n telles re´flexions,
autrement dit cardM(w′, w′′) = ℓ(w′−1w′′). En particulier, l’axiome (M) est
ve´rifie´, et le graphe de l’espace a` murs (W,M) s’identifie au graphe de Cayley
de (W,S). Cette identification est W –e´quivariante (l’image par w de A+t est
Aεt′ , ou` t
′ = w−1tw et ε = + si w ∈ A+t , ε = − sinon).
On peut aussi de´finir le syste`me de murs M sur W en conside´rant diverses
actions de W sur des complexes polye´draux.
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Si W agit sur un espace P et si t est une re´flexion, appelons mur de t dans P ,
et notons M(t, P ), l’ensemble des points fixes de t dans P . Pour P , prenons
successivement le graphe de Cayley de (W,S) (note´ G(W,S)), la re´alisation
ge´ome´trique standard de (W,S) (note´e |W |, voir [27]), et enfin sa re´alisation
ge´ome´trique au sens de Davis–Moussong (note´e |W |0 ). Chacun de ces trois
complexes est un “appartement” au sens de Davis, voir [15] pour les de´finitions
et proprie´te´s concernant ces espaces W –homoge`nes; le complexe |W |0 est in-
troduit dans [15], et muni d’une me´trique CAT(0) dans [25].
Notons que |W | est un complexe simplicial de dimension card S−1 sur lequel W
agit, de manie`re simplement transitive sur les simplexes de dimension maximale.
On identifie les e´le´ments de W aux centres de ces simplexes maximaux.
(Rappelons brie`vement la construction de |W |0 . Soit ∆S le simplexe standard
d’ensemble de sommets S , dont les faces s’identifient aux parties de S . Si T
est une partie de S , on note WT le sous-groupe spe´cial de W engendre´ par
T . Soit N = N(W,S) le sous-complexe simplicial de ∆S , appele´ nerf fini de
(W,S), dont les simplexes sont les parties T de S telles que WT soit fini. En
particulier, N contient tous les sommets de ∆S . Soit C(W,S) = x0∗N
′ le coˆne
simplicial (de sommet x0 ) sur la subdivision barycentrique N
′ de N . Pour tout
sommet s de N , on note Fs l’e´toile de s dans N
′ , naturellement contenu dans
C(W,S). On conside`re alors le quotient
W ×C(W,S)/ ∼
ou` ∼ est la relation d’e´quivalence engendre´e par (w, x) ∼ (w′, x′) s’il existe s ∈
S tel que w′ = ws et x′ = x ∈ Fs . On montre (voir [25]) que ce quotient admet
une structure de subdivision barycentrique d’un complexe polye´dral euclidien
CAT(0) |W |0 , d’ensemble de sommets l’image de W × {∗}, que l’on identifie
avec W .)
Pour chacune des trois actions conside´re´es,
• le mur M d’une re´flexion de W se´pare P en deux composantes connexes,
appele´es demi-espaces de P de´finis par M ;
• dans P , il y a un plongement W –e´quivariant de G(W,S), e´tendant celui
de W (c’est le 1–squelette de |W |0 par construction, et le graphe dual
de |W |);
• si t est une re´flexion, son mur dans P e´vite W , et deux e´le´ments de W
sont dans une meˆme composante connexe de P −M(t, P ) si et seulement
s’ils le sont dans G(W,S) −M(t,G(W,S)).
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C’est pourquoi, pour chaque re´flexion t, les intersections de W avec les deux
demi-espaces de P de´finis par M(t, P ) donnent un mur de W inde´pendant
de P . D’autre part, on ve´rifie que, si P = G(W,S), l’ensemble de murs ainsi
obtenu est M(W,S).
Puisque le graphe de l’espace a` murs (W,M) s’identifie au graphe de Cayley
de (W,S), il est hyperbolique (au sens de Gromov) si et seulement si W est un
groupe hyperbolique. Nous ve´rifierons dans la section suivante que la condition
(H) est satisfaite. Pour information, par un the´ore`me de G. Moussong [25], les
conditions suivantes sont e´quivalentes:
(1) W est un groupe hyperbolique;
(2) W ne contient pas de sous-groupe isomorphe a` Z× Z;
(3) il n’existe pas de partie T de S telle que (WT , T ) soit un syste`me de
Coxeter affine de rang au moins 3, ni de paires de parties T1, T2 de S ,
disjointes, avec WT1 ,WT2 commutants et infinis.
Cas particuliers (Complexes de Benakli–Haglund, voir [4, 23]) Soit k un
entier pair au moins 4, et L un graphe fini (sans boucle ni areˆte double), de
maille (i.e. la plus petite longueur d’un cycle) au moins 5 si k = 4, et 4 si
k = 6. Soit (W (k, L), S(k, L)) le syste`me de Coxeter de matrice de Coxeter la
matrice d’adjacence du graphe L, avec les 1 et 0 remplace´s respectivement par
k
2 et ∞. Il ve´rifie clairement la condition (3) ci-dessus.
Nous noterons A(k, L) la re´alisation ge´ome´trique au sens de Davis–Moussong
de ce syste`me de Coxeter. Alors (voir [23]) A(k, L) est un complexe polygonal
CAT(−1), dont les polygones sont des k–gones hyperboliques, le link de chaque
sommet e´tant isomorphe a` L.
Si p est un entier pair et Lq,q est le graphe biparti complet sur q + q som-
mets, alors l’immeuble de Bourdon Ip,q est isomorphe, en tant que complexe
polygonal, a` A(p, Lq,q).
Un autre exemple d’espace a` murs Par contre, si p = 2m + 1 est im-
pair et q ≥ 5, l’immeuble de Bourdon Ip,q n’est isomorphe ni a` un complexe
polygonal A(k, L) ni a` un complexe cubique (sauf a` passer a` une subdivision).
Supposons p ≥ 7. Pour chaque coˆte´ fixe´ A du p–gone re´gulier a` angles droits P ,
nume´rotons cycliquement A = A1, A2, · · · , Ap les coˆte´s de P . Conside´rons les
deux segments de perpendiculaire commune aux paires de coˆte´s respectivement
A,Ap−1/2 et A,Ap+1/2 . Notons α1, α2 ces segments.
Nous appellerons mur de Ip,q toute partie M de Ip,q ainsi obtenue. Pour tout
i = 1, 2 et pour toute identification isome´trique d’un polygone de Ip,q avec
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L3,3
I7,3
I6,3
Figure 2: L’immeuble de Bourdon: son link, cas p pair, cas p impair
P , on conside`re la re´union M de toutes les ge´ode´siques de Ip,q passant par
le segment αi . Nous notons Xp,q l’ensemble des sommets de Ip,q , et mur de
Xp,q la partition de Xp,q obtenue en prenant l’intersection de Xp,q avec les
deux composantes connexes du comple´mentaire d’un mur de Ip,q . (Comme Ip,q
est simplement connexe, et qu’un mur se´pare localement en deux composantes
connexes, il se´pare globalement en deux composantes connexes.)
Il est facile de montrer que l’espace a` murs (Xp,q,Mp,q) ainsi de´fini ve´rifie
l’axiome (M). Le graphe associe´ G s’identifie avec le 1–squelette de Ip,q , mais
les deux sommets de chaque areˆte de Ip,q sont se´pare´s par exactement deux
murs. Ce syste`me de demi-espace est diffe´rent de celui obtenu par subdivision
en complexe cubique. Comme Ip,q est CAT(−1), son 1–squelette est un espace
me´trique hyperbolique, de meˆme bord que Ip,q . La condition (H) est facile a`
ve´rifier.
Le groupe Aut Ip,q des automorphismes de complexe polygonal de l’immeu-
ble de Bourdon Ip,q s’identifie naturellement a` Aut (Xp,q,Mp,q). En effet, tout
automorphisme de Ip,q est une isome´trie pour la distance de Ip,q , et donc envoie
tout segment de perpendiculaire commune entre deux areˆtes a` distance cyclique
q − 1/2 ou q + 1/2 sur le bord d’un polygone de Ip,q sur un tel autre segment.
Donc il pre´serve l’ensemble des sommets Xp,q de Ip,q , ainsi que l’ensemble Mp,q
des demi-espaces, et Aut Ip,q est contenu dans Aut (Xp,q,Mp,q).
Comme les seuls cycles de longueur p dans le 1–squelette de Ip,q sont les bords
des polygones, il en de´coule que Aut Ip,q est e´gal a` Aut (Xp,q,Mp,q)
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4 Complexes polye`draux pairs a` courbure ne´gative
ou nulle
4.1 Polye`dres pairs
Un polye`dre (compact convexe) C d’une varie´te´ riemanienne (comple`te, sim-
plement connexe) a` courbure constante ≤ 0 est pair si
pour toute areˆte a de C , l’unique re´flexion σa,C de l’espace ambiant
e´changeant les extre´mite´s de a pre´serve C , mais ne fixe aucun sommet
de C .
Par exemple, si C est un polygone re´gulier, il est pair si et seulement s’il a un
nombre pair de coˆte´s. Un cube euclidien re´gulier de dimension quelconque est
pair. Plus ge´ne´ralement, le produit de deux polye`dres euclidiens pairs est un
polye`dre euclidien pair. Voir figure 3 pour d’autres exemples. Nous donnons
ci-dessous une caracte´risation constructive de tous les polye`dres pairs.
Soit Xκ l’espace a` courbure constante κ ≤ 0 de dimension n. Si κ = 0, nous
prendrons Xκ = R
n . Si κ < 0, nous utiliserons le mode`le de la boule de
Poincare´ pour l’espace hyperbolique Xκ a` courbure constante κ. Le groupe des
isome´tries de Xκ fixant l’origine s’identifie alors avec O(n). Notons φ: R
n →
Xκ l’exponentielle riemannienne en l’origine (l’identite´ si κ = 0). Soit W un
groupe fini engendre´ par des re´flexions sur des hyperplans vectoriels de Rn .
L’application φ permet alors de de´finir les notions de chambres, murs ... dans
Xκ pour l’action isome´trique de W sur Xκ .
Proposition 4.1 Un polye`dre (compact convexe) C d’un espace Xκ a` cour-
bure constante κ ≤ 0 est pair si et seulement s’il existe un point x dans Xκ ,
un syste`me de Coxeter fini (W,S) et une repre´sentation (injective, envoyant
chaque e´le´ment de S sur une re´flexion) ρ de W dans le groupe des isome´tries
de Xκ fixant x telle que C est l’enveloppe convexe de l’orbite par W d’un point
y de l’inte´rieur d’une chambre. De plus, le 1–squelette de C est isomorphe au
graphe de Cayley de (W,S).
Preuve Supposons tout d’abord que C est pair. Notons W le groupe engendre´
par les re´flexions dans Xκ par rapport aux hyperplans me´diateurs des areˆtes de
C . Puisque C est invariant par W , le groupe W est fini et admet au moins un
point fixe, le centre me´trique x de la cellule C (c’est le centre de l’unique plus
petite boule de Xκ contenant C ). Nous supposerons que x est l’origine de Xκ .
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Fixons y un sommet de C , et notons S l’ensemble des re´flexions dans Xκ par
rapport aux hyperplans me´diateurs des areˆtes de C ayant y pour sommet. Par
connexite´ du 1–squelette de C , le groupe W est engendre´ par S . Puisque c’est
vrai au niveau de l’espace tangent en x (voir [5] par exemple), le groupe W agit
simplement transitivement sur les chambres dans Xκ (qui sont les composantes
connexes du comple´mentaire des hyperplans me´diateurs des areˆtes). Tout som-
met de C est contenu dans une chambre, et la chambre contenant y ne contient
pas d’autre sommet de C . Donc le groupe W agit simplement transitivement
sur les sommets de C . Le sommet y de C est joint par une areˆte pre´cise´ment
aux sommets sy avec s dans S . Par de´finition du graphe de Cayley, le 1–
squelette de C s’identifie donc au graphe de Cayley de (W,S). Comme C est
l’enveloppe convexe de ses sommets, C est bien l’enveloppe convexe de l’orbite
de y par W .
Re´ciproquement, soit C l’enveloppe convexe de l’orbite par W d’un point y de
l’inte´rieur d’une chambre pour une repre´sentation comme dans l’e´nonce´ d’un
syste`me de Coxeter fini (W,S). Montrons que C est pair. Puisque toutes les
images de y par W sont a` la meˆme distance de x, par convexite´ stricte des
sphe`res, les sommets de C sont exactement les images de y par W . Le meˆme
argument de convexite´ stricte montre que le point y est strictement au-dessus
de l’hyperplan affine passant par les sy pour s dans S . Donc les segments de
droites entre y et les sy sont des areˆtes de C .
Proposition 4.2 Soit C un polye`dre pair d’un espace a` courbure constante
ne´gative ou nulle. Alors C est simple, i.e. les links de ses sommets sont des
simplexes (sphe´riques). Si C est euclidien, alors les longueurs des areˆtes des
links de faces de C sont dans [π2 , π] (et en particulier ses angles die`dres sont
obtus).
Preuve Comme le type combinatoire des polye`dres pairs ne de´pend pas de
la courbure, nous pouvons supposer C euclidien. Si la dimension n de C est
e´gale a` celle de l’espace ambiant (ce que nous pouvons toujours supposer), le
groupe fini engendre´ par des re´flexions W construit ci-dessus est essentiel (i.e. il
ne fixe aucun vecteur tangent au centre me´trique de C non nul). Si v est un
sommet de C , alors les sommets du link de v sont en bijection avec les murs de
la chambre contenant v . Or (voir [5, Ch. V, section 3, Prop. 7]) les chambres
sont des coˆnes simpliciaux. Donc le link de v (qui est de dimension n − 1) a
exactement n− 1 sommets, et est donc un simplexe.
Si a, b sont deux areˆtes de C , le plan P qui les contient rencontre perpendi-
culairement les hyperplans me´diateurs de a, b en deux droites α, β . Les areˆtes
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a, b et les droites α, β de´finissent un quadrilate`re dont deux angles sont droits
et l’un des deux autres est l’angle die`dre entre les hyperplans me´diateurs de
a, b. L’angle die`dre entre deux murs d’une meˆme chambre est dans [0, π2 ], donc
l’angle entre deux areˆtes de C est dans [π2 , π]. La longueur de toute areˆte du link
de tout sommet s de C est donc dans [π2 , π]. Par les formules de trigonome´trie
sphe´rique, il en de´coule que l’angle en un sommet d’une 2–face du link de s est
au moins π2 , donc que la longueur des areˆtes des links de face de dimension 1
est au moins π2 . Le re´sultat en de´coule par re´currence sur la dimension de la
face.
Nous donnons ci-dessous la liste comple`te des polye`dres hyperboliques pairs qui
sont des polye`dres de Coxeter, en dimension 2 et 3. Dans le tableau suivant, m
est un entier, avec m = 5 ou m ≥ 7. A` tout polye`dre pair P de dimension n,
et a` tout sommet x0 de celui-ci, est associe´ par la proposition 4.1 un syste`me de
Coxeter fini (W,S) de rang n, dont nous donnons le type et le diagramme de
Coxeter. Les areˆtes de P issues de x0 sont en bijection avec les e´le´ments de S .
Si P est de dimension 3, nous donnons les angles die`dres (αa, αb, αc) des areˆtes
issues de x0 correspondant aux e´le´ments de S = {a, b, c}. Par la formule de
Gauss–Bonnet, un polygone hyperbolique pair est de´termine´ a` isome´trie pre`s
par (m,α, ℓ) dans N\{0, 1}×]0, (p−1)πp [×]0+∞[, avec 2m son nombre de coˆte´s,
α l’angle en chacun de ses sommets, et ℓ la longueur d’un de ses coˆte´s (et donc
des coˆte´s a` distance paire de celui-ci).
Rang 2 Rang 3
(W,S) α (W,S) (αa, αb, αc)
A1 ×A1 • •
π
n , n ≥ 3
A2 •−−−•
π
n , n ≥ 2
B2 •
4
−−−• πn , n ≥ 2
G2 •
6
−−−• πn , n ≥ 2
I2(m) •
m
−−−• πn , n ≥ 2
A1 ×W
a
•
b
•
m
−−−
c
• (π2 ,
π
3 ,
π
n), n = 3, 4, 5
ou` W = A2, B2, G2 ou I2(m)
A3
a
•−−−
b
•−−−
c
• (π2 ,
π
n ,
π
2 ), n ≥ 3
(π2 ,
π
n ,
π
3 ), n = 3, 4, 5
B3
a
•−−−
b
•
4
−−−
c
• (π2 ,
π
n ,
π
2 ), n ≥ 3
(π2 ,
π
n ,
π
3 ), n = 3, 4, 5
H3
a
•−−−
b
•
5
−−−
c
• (π2 ,
π
n ,
π
2 ), n ≥ 3
(π2 ,
π
n ,
π
3 ), n = 3, 4, 5
Proposition 4.3 A` isome´trie pre`s, un polye`dre hyperbolique pair de dimen-
sion 2 ou 3 qui est un polye`dre de Coxeter est donne´ a` isome´trie pre`s par le
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tableau pre´ce´dent (avec un parame`tre libre ℓ ∈]0,+∞[ en rang 2).
Preuve Soit (W,S) un syste`me de Coxeter de rang 3. Soit Z la cellulation
duale de la subdivision barycentrique τ de la cellulation de la sphe`re S2 de´crite
ci-dessous:
• la cellulation de la sphe`re S2 par 4, 6, 8, 12, 2m bigones si (W,S) est de
type A1 × W avec W le groupe de Coxeter de rang 2 de type A1 ×
A1, A2, B2, G2, I2(m) respectivement;
• la cellulation bord du te´trae`dre, cube, dode´cae`dre si (W,S) est de type
A3, B3,H3 respectivement.
Notons que si P est un polye`dre hyperbolique pair construit a` partir de (W,S)
comme dans la proposition 4.1, alors son bord est isomorphe a` la cellulation Z .
A3
B3
H3 A2 ×A1
Figure 3: Polye`dres de Coxeter hyperboliques pairs de dimension 3
Par le the´ore`me d’Andre´ev [1], si α est une application de l’ensemble des areˆtes
de Z dans ]0, π2 ], alors il existe un polye`dre hyperbolique (compact), unique a`
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isome´trie pre`s, dont la cellulation du bord est isomorphe a` Z , avec angle die`dre
α(z) le long d’une areˆte z si et seulement si
(1) la somme des angles le long d’un cycle de longueur 3 dans τ qui ne borde
pas un triangle de τ est strictement infe´rieure a` π ,
(2) la somme des angles le long d’un cycle de longueur 3 dans τ qui borde
un triangle de τ est strictement supe´rieure a` π ,
(3) la somme des angles le long d’un cycle de longueur 4 dans τ qui ne borde
pas la re´union de deux triangles de τ est strictement infe´rieure a` 2π .
Comme il n’existe pas de cycle de longueur 3 dans τ qui ne borde pas un trian-
gle, et que les seuls triangles sphe´riques de Coxeter ont pour angles {π2 ,
π
2 ,
π
n},
n ≥ 2 ou {π2 ,
π
3 ,
π
n}, n = 3, 4, 5, le re´sultat en de´coule par examination des
divers cas possibles. L’unicite´ de´coule de l’unicite´ dans le the´ore`me d’Andreev,
en remarquant que ces polye`dres ont une syme´trie supple´mentaire (i.e. qui n’est
pas dans W ), par rapport a` un hyperplan passant par des sommets.
De´finissons maintenant la notion de paralle´lisme d’areˆtes. Soit C un polye`dre
pair de dimension quelconque. Si a est une areˆte de C , nous noterons M(a,C)
l’ensemble des points de C fixes par σa,C . C’est un convexe compact de codi-
mension 1 dans C , se´parant C en deux composantes connexes. Il ne peut
rencontrer une areˆte b de C qu’en son milieu, et perpendiculairement: dans
ce cas M(a,C) = M(b, C). Deux areˆtes a, b de C sont dites paralle`les dans
C si M(a,C) = M(b, C). La relation de paralle´lisme dans C est une relation
d’e´quivalence sur les areˆtes de C .
4.2 L’espace a` murs d’un complexe polye´dral pair
Soit P un complexe polye´dral, n’ayant qu’un nombre fini de types d’isome´trie
de cellules. Nous dirons que P est un complexe polye´dral pair si toute cellule
C de P est paire. Par exemple, un arbre, ou plus ge´ne´ralement un complexe
cubique (voir [21, 28, 26]) est un complexe polye´dral pair.
La re´union des relations de paralle´lisme sur les areˆtes d’une meˆme cellule de P
engendre une relation d’e´quivalence sur l’ensemble de toutes les areˆtes de P , que
nous appelerons paralle´lisme entre areˆtes dans P . (Voir [28, section 2.4] pour
le cas des complexes cubiques.) De´finissons alors le mur de P transverse a` une
areˆte a comme l’union des M(b, C ′), avec b une areˆte paralle`le a` a contenue
dans une cellule (maximale pour l’inclusion) C ′ de P .
Puisque P n’a qu’un nombre fini de types d’isome´trie de cellules, et les compacts
M(b, C ′) ne contenant aucun sommet de P , car C ′ est pair, il vient:
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• tout mur de P est ferme´, (localement compact si le link de toute cellule
de P de dimension > 0 est compact) et e´vite l’ensemble X des sommets
de P ;
• l’ensemble des murs de P est localement fini.
Comme dans le cas des complexes cubiques [28, Theo. 4.10], le premier re´sultat
est le suivant.
Lemme 4.4 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0) et M le mur de P
transverse a` une areˆte a. Alors M est convexe dans P , et se´pare P en deux
composantes connexes.
Preuve Soit V (M) l’union des cellules de P contenant une areˆte paralle`le a`
a. Donnons d’abord une description du reveˆtement universel de V (M).
Soit C(a) l’ensemble des suites de la forme (a0, a1, . . . , an, C), ou` les (ai)0≤i≤n
sont des areˆtes de P , avec a0 = a, ai paralle`le a` ai+1 dans une cellule de
P , et C est une cellule de P contenant an . Si ai, ai+1 et ai+2 sont trois
areˆtes paralle`les a` a dans une meˆme cellule C ′ , nous dirons qu’il y a entre
(a0, . . . , ai, ai+1, ai+2, . . . , an, C) et (a0, . . . , ai, ai+2, . . . , an, C) une homotopie
e´le´mentaire (a` extre´mite´s fixe´es). Les homotopies e´le´mentaires engendrent une
relation d’e´quivalence sur C(a): nous noterons [a0, . . . , an, C] la classe d’e´qui-
valence de (a0, . . . , an, C) pour cette relation.
Soit V (M) le complexe polye´dral obtenu a` partir de l’union disjointe des cel-
lules de la forme [a0, . . . , an, C] × C en identifiant deux points de la forme
([a0, . . . , an, C
′], x′) et ([a0, . . . , an, C
′′], x′′) lorsque x′ = x′′(∈ C ′ ∩ C ′′). No-
tons p: V (M)→ V (M) l’application polye´drale naturelle. Alors p est surjective
et un isomorphisme sur chaque cellule. Via p, le complexe V (M) he´rite d’une
structure de complexe polye´dral, n’ayant qu’un nombre fini de types d’isome´trie
de cellules (pour laquelle p est une isome´trie sur chaque cellule). Montrons que
sur M = p−1(M), l’application p est une isome´trie.
D’abord, M est localement convexe dans V (M). En effet, V (M) posse`de une
re´flexion σa (obtenue sur chaque cellule C de V (M) image de [a0, . . . , an, C]×C
en conjugant σan,C par p|C ). L’ensemble des points fixes de l’isome´trie σa est
pre´cise´ment M . Or la me´trique de V (M) est localement convexe. Il en re´sulte
que M est localement convexe dans V (M).
Ensuite, l’image d’une ge´ode´sique γ de M par p est une ge´ode´sique de P
contenue dans M . En effet, on remarque d’abord que γ est une ge´ode´sique
locale de V (M), puis que p est une isome´trie locale au voisinage de M . Donc
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p(γ) est une ge´ode´sique locale de P . Mais comme P est CAT(0), ceci implique
que p(γ) est une ge´ode´sique globale de P .
Puisque M est e´videmment connexe, M est convexe dans P , et p induit une
isome´trie de M sur M .
En fait, p: V (M) → V (M) est un home´omorphisme. En effet, notons d’abord
qu’un point x de V (M) est dans une cellule minimale Cx de V (M) rencontrant
M . Si x′ de´signe la projection orthogonale de x sur M ∩ Cx , alors toute
ge´ode´sique de M issue de x′ fait avec [x′, x] un angle au moins e´gal a` π2 .
Maintenant, si deux points x et y de V (M) − M sont identifie´s par p, il
apparaˆıt dans P un triangle de sommets p(x) = p(y), p(x′) et p(y′), avec
des angles a` la base supe´rieurs ou e´gaux a` π2 . Comme P est CAT(0), cela
n’est possible que si p(x′) = p(y′). Donc x′ = y′ , et Cx = Cy . Or p est un
plongement sur chaque cellule: donc x = y .
Apre`s avoir ve´rifie´ que M se´pare V (M) en deux composantes connexes, on en
de´duit que M se´pare P en deux composantes connexes (parce qu’il se´pare son
voisinage V (M), et que P est simplement connexe).
Le re´sultat suivant de´coule aussi de la preuve du lemme pre´ce´dent.
Lemme 4.5 Pour toute cellule C de P maximale pour l’inclusion, le mur de
P transverse a` une areˆte a de C est la re´union de tous les segments ge´ode´siques
rencontrant M(a,C) en un intervalle d’inte´rieur non vide.
Soient X = XP l’ensemble des sommets de P et M un mur de P transverse a`
une areˆte; notons P+(M) et P−(M) les deux composantes connexes de P−M .
Comme X ∩M = ∅, la paire {X ∩ P+(M),X ∩ P−(M)} est une partition de
X . Nous noterons encore M ce mur de X , et M =MP l’ensemble des murs
de X ainsi de´fini.
Proposition 4.6 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0).
Alors (XP ,MP ) est un espace a` murs.
Preuve Ve´rifions que M satisfait l’axiome (M).
Soient x et y deux sommets de P , et γ la ge´ode´sique de P qui les joint. Tout
mur de M(x, y) correspond a` un mur de P se´parant topologiquement x et y ,
donc coupant γ . L’ensemble des murs de P e´tant localement fini, on en de´duit
que M(x, y) est fini.
D’autre part, γ part de x par l’inte´rieur d’une (unique) cellule C , elle doit
traverser un des murs M(a,C) (avec a une areˆte issue de x) avant de retoucher
∂C : donc M(x, y) est non vide.
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Avant de poursuivre l’e´tude de cet exemple fondamental, il convient de faire
quelques remarques.
Remarque 1 Le syste`me de murs d’un syste`me de Coxeter (W,S) de´fini
dans la section 3 peut s’obtenir par la pre´sente construction, en prenant pour
P la re´alisation ge´ome´trique au sens de Davis–Moussong |W |0 de (W,S). Par
construction meˆme (voir [25]), une cellule de |W |0 est paire, le groupe engendre´
par les re´flexions orthogonales le long des areˆtes de la cellule e´tant isomorphe a`
un sous-groupe spe´cial fini de (W,S); d’autre part, |W |0 est bien CAT(0) (voir
[25]).
Remarque 2 De nombreux complexes polye`draux CAT(0) admettent des
subdivisions re´gulie`res cubiques qui restent CAT(0) lorsqu’on munit les cubes
de leurs me´triques euclidiennes standard. Par exemple, si P est un complexe
polygonal CAT(0) sans triangle tel que le link d’un sommet de P ne contient
aucun circuit de longueur 3, alors la subdivision de chaque k–gone de P en
k carre´s, identifie´s au carre´ euclidien unite´, fournit un complexe carre´ encore
CAT(0). Voir par exemple l’exemple a` la fin de la section 3.2, ou` le syste`me de
murs est toutefois diffe´rent de celui obtenu par subdivision cubique. Ce genre
de subdivision permet d’appliquer nos re´sultats de simplicite´ a` des complexes
polye`draux CAT(0) non ne´cessairement pairs (comme l’immeuble de Bourdon
avec p impair).
Remarque 3 On pourrait penser que tout complexe polye´dral pair CAT(0)
peut eˆtre subdivise´ en cubes, tout en restant CAT(0), et donc qu’il suffit
d’e´tudier les complexes cubiques. Mais il n’en est rien, comme le montre
l’exemple suivant en dimension 2.
Soient ℓ et m deux entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 3. Conside´rons un ensemble
Sℓ,m de ℓm points, re´partis en ℓ colonnes de m points chacune. Relions deux
points de Sℓ,m si et seulement s’ils n’appartiennent pas a` la meˆme colonne.
Nous noterons Kℓ,m le graphe ainsi obtenu (dont le graphe comple´mentaire
est donc une union disjointe de ℓ graphes complets sur m sommets). Comme
ℓ ≥ 3, ce graphe contient des circuits de longueur 3. Fixons d’autre part un
entier k ≥ 4. Nous pouvons conside´rer le syste`me de Coxeter (Wk,ℓ,m, Sℓ,m)
dont le graphe de Coxeter a des areˆtes de poids infini entre points d’une meˆme
colonne, et des areˆtes de poids k entre points n’appartenant pas a` la meˆme
colonne. Alors la re´alisation ge´ome´trique de Davis–Moussong de (Wk,ℓ,m, Sℓ,m)
est (la subdivision barycentrique d’)un complexe polygonal Wk,ℓ,m–homoge`ne
X , dont les polygones sont hyperboliques re´guliers a` 2k coˆte´s, d’angle aux
sommets 2π3 , et tel que le link de chaque sommet est isomorphe a` Kℓ,m (voir
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[23]). Donc X est un complexe polye´dral pair CAT(0). Une subdivision en
carre´s de X donne alors des angles aux sommets e´gaux a` π2 , donc des circuits
de longueur e´gale a` 3π2 < 2π dans le link me´trique des sommets, ce qui empeˆche
X d’eˆtre CAT(0).
4.3 Le graphe associe´ a` l’espace a` murs d’un complexe polye´dral
pair
Soit a` nouveau P un complexe polye´dral pair CAT(0) etM =MP son syste`me
de murs sur l’ensemble X = XP de ses sommets. Nous e´tudions maintenant
les ge´ode´siques du 1–squelette G de P , pour la me´trique ge´ode´sique sur G
rendant chaque areˆte isome´trique au segment unite´ (qui n’est pas force´ment
celle induite par P ). Nous allons voir que cette me´trique sur G ve´rifie des
proprie´te´s analogues a` la me´trique des mots d’un syste`me de Coxeter.
Si c = (a0, a1, . . . , an) est un chemin combinatoire de G empruntant les n + 1
areˆtes a0, a1, . . . , an , nous noterons M(c) la suite M(a0),M(a1), . . . ,M(an) des
murs traverse´s par c.
Lemme 4.7 Soit c un chemin combinatoire de G d’extre´mite´s x et y .
a) Un mur M se´pare x de y si et seulement s’il apparaˆıt un nombre impair
de fois dans la suite M(c).
b) Si la suite M(c) est sans re´pe´tition, alors c est une ge´ode´sique de G .
Preuve a) D’une part, tout mur se´parant x de y est traverse´ par c. D’autre
part, si un mur M est traverse´ un nombre pair de fois par c, c’est donc que x
et y sont dans la meˆme composante connexe de P −M .
b) Il re´sulte du a) que, pour un tel chemin, l’ensemble des murs traverse´s par
c est M(x, y), et la longueur de c est le cardinal de M(x, y). Si c′ est un
autre chemin d’extre´mite´s x et y , sa longueur est e´gale au nombre de murs
qu’il traverse, donc au moins e´gale au nombre de murs qu’il traverse un nombre
impair de fois. Donc c′ est au moins aussi long que c.
Lemme 4.8 Soit O l’ouvert des points de P qui ne sont sur aucun mur de
P . Alors toute composante connexe de O contient un et un seul sommet de P .
Preuve Puisque deux sommets distincts de P sont toujours se´pare´s par un
mur, il y a au plus un sommet de P par composante connexe de O .
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Pour la re´ciproque, il suffit de conside´rer le cas ou` P est re´duit a` une cellule C .
Par la proposition 4.1, ceci de´coule du fait qu’un groupe de Coxeter fini agit
simplement transitivement sur ses chambres.
Le re´sultat suivant montre qu’on peut accompagner une ge´ode´sique de P par
une ge´ode´sique de son 1–squelette.
Lemme 4.9 Soient x′ et y′ deux points du polye`dre P n’appartenant a` aucun
mur de P , et γ la ge´ode´sique qui les joint dans P . Alors il existe un chemin
combinatoire c de G tel que M(c) est sans re´pe´tition, contenu dans la re´union
V (γ) des cellules de P touchant γ , et d’extre´mite´s x et y de´finis par: x′ et x
(resp. y′ et y) sont dans la meˆme composante connexe de O .
Preuve D’abord, par le lemme 4.5, la ge´ode´sique γ rencontre un nombre
fini de murs, en des points distincts z1, z2, . . . , zn . Pour prouver le lemme, il
suffit de l’e´tablir lorsque n = 1. En effet, pour n quelconque, on de´coupe γ
en n segments ge´ode´siques successifs γi , contenant zi , d’extre´mite´s x
′
i et x
′
i+1
contenues dans aucun mur de P . On applique le lemme pour n = 1 a` chacun de
ces segments, ce qui fournit n chemins combinatoires c1, . . . , cn , les extre´mite´s
de ci e´tant xi et xi+1 , seuls sommets de P appartenant a` la meˆme composante
connexe de O que x′i et x
′
i+1 respectivement. Ainsi, les ci se raccordent pour
former un chemin c de x a` y . De plus, la suite des murs traverse´s par ci est sans
re´pe´tition. En effet, d’apre`s le lemme 4.7 b), l’ensemble des murs traverse´s est
l’ensemble des murs se´parant xi de xi+1 , ou encore l’ensemble des murs se´parant
x′i de x
′
i+1 , c’est-a`-dire pre´cise´ment l’ensemble des murs passant par zi . Un mur
e´tant convexe, il ne peut contenir zi et zj pour i 6= j (sinon, il contiendrait
tous les points entre zi et zj ). Ceci ache`ve de prouver que la suite des murs
traverse´s par c est sans re´pe´tition. Enfin, c ⊂ V (γ1) ∪ . . . ∪ V (γn) ⊂ V (γ).
Conside´rons donc une ge´ode´sique γ entre deux points x′ et y′ n’appartenant a`
aucun mur, de sorte que γ quitte O en un seul point z .
Juste avant z (resp. juste apre`s z ), la ge´ode´sique γ est dans l’inte´rieur d’une
unique cellule C− (resp. C+ ). Les points de γ avant (resp. apre`s) z sont dans
une meˆme composante connexe de O , celle de x (resp. de y). Donc x ∈ C− et
y ∈ C+ . En revanche, x
′ n’est pas ne´cessairement dans C− (ni y
′ dans C+ ).
Si C de´signe la plus petite cellule contenant z , on a C ⊂ C− (resp: C ⊂ C+),
mais pas ne´cessairement e´galite´. Cependant, nous allons montrer que x ∈ C et
y ∈ C (meˆme lorsque C est une face stricte de C− ou C+).
Raisonnons par re´currence sur dim(C−)− dim(C). Si ce nombre est nul, il n’y
a rien a` prouver. Sinon C est contenu dans le bord de C− , et nous pouvons
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projeter radialement a` partir du centre me´trique de C− sur ∂C− la partie de
γ contenue dans C− . Nous obtenons une ge´ode´sique par morceaux γz de ∂C−
aboutissant a` z . Mis a` part z , aucun point de γz n’est sur un mur de C− ,
sinon, par convexite´ des murs, le point de γ correspondant serait sur le meˆme
mur. La partie de γz juste avant z (note´e γ
−
z ) est une ge´ode´sique aboutissant a`
z dans une face stricte de C− : on peut lui appliquer l’hypothe`se de re´currence,
assurant que l’unique sommet xz de P contenu dans la composante connexe
de O contenant γ−z est un sommet de C . D’autre part, un point de γ ∩ C−
(diffe´rent de z ) et sa projection sur γz ne sont se´pare´s par aucun mur (par
convexite´, un tel mur, qui passe par le centre me´trique de C− , devrait contenir
le point de γ ). Ce qui prouve que x = xz et ache`ve la re´currence.
Les deux sommets x et y appartenant a` une meˆme cellule C (rencontrant γ
en z , et engendre´e par ce point), nous pouvons conside´rer une ge´ode´sique c du
1–squelette de C entre x et y . Nous avons de´ja` c ⊂ V (γ). Il reste a` prouver
que la suite des murs de P traverse´s par c est sans re´pe´tition. Raisonnons
par l’absurde: si c’est le cas, il existe deux areˆtes a et b de c de´finissant un
meˆme mur M de C , et dont les milieux sont les extre´mite´s d’une composante
connexe c0 de c −M . Alors, en remplac¸ant c0 par σa,C(c0), on obtient un
chemin du 1–squelette de C de meˆme longueur et meˆmes extre´mite´s que c,
mais avec deux allers-retours dans les areˆtes a et b. Ceci contredit le fait que
c est ge´ode´sique.
Le corollaire suivant nous permet d’identifier par la suite le 1–squelette de P
au graphe de l’espace a` murs (XP ,MP ).
Corollaire 4.10 Deux sommets de P sont lie´s par une areˆte de P si et seule-
ment s’ils sont lie´s dans G(XP ,MP ).
Preuve La condition est bien suˆr ne´cessaire. Re´ciproquement, soient x et y
deux sommets de P a` distance combinatoire n > 1. Il s’agit de montrer que
x et y ne sont pas lie´s dans G(X,M), autrement dit qu’il existe un sommet
z de P entre x et y (au sens des murs). Conside´rons la ge´ode´sique de P
entre x et y . Appliquons-lui le lemme 4.9. Nous trouvons un chemin c de
G entre x et y , tel que la suite des murs traverse´s par c est sans re´pe´tition.
En particulier, d’apre`s le lemme 4.7 b), le chemin c est ge´ode´sique. Comme
n > 1, le chemin c contient un point z diffe´rent de ses extre´mite´s, qui de´coupe
c en deux sous-chemins c− et c+ . Si c est constitue´ des areˆtes a1, . . . , an , avec
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z = ai ∩ ai+1, i < n, on obtient, graˆce au lemme 4.7 b):
M(x, y) = {M(a1), . . . ,M(ai),M(ai+1), · · · ,M(an)},
M(x, z) = {M(a1), . . . ,M(ai)}
M(z, y) = {M(ai+1), . . . ,M(an)}.
Donc M(x, y) est bien l’union (disjointe) de M(x, z) et M(z, y): le point z
est entre x et y dans (X,M).
Le re´sultat suivant est analogue a` celui des complexes de Coxeter (voir [27]) et
des complexes cubiques (voir [28]).
Proposition 4.11 Un chemin combinatoire du 1–squelette est une ge´ode´sique
si et seulement si la suite des murs qu’il traverse est sans re´pe´tition.
Preuve Compte tenu du lemme 4.7 b), il ne reste que le sens “seulement si”
a` de´montrer. Commenc¸ons par un analogue combinatoire de la convexite´ des
murs de P .
Lemme 4.12 Soient M un mur de P , V (M) la re´union des cellules touchant
M , x et y deux sommets de V (M). Alors il existe une ge´ode´sique de G d’extre´-
mite´s x et y contenue dans V (M).
Preuve D’abord, d’apre`s les hypothe`ses de finitude sur les types d’isome´trie
des cellules de P , il existe un ε > 0 tel que toute cellule de P passant a` distance
infe´rieure ou e´gale a` ε de M coupe M .
Soit alors Cx une cellule de P contenant x et touchant M . Le centre me´trique
Cˆx de Cx est dans M , mais le segment de x a` Cˆx ne touche aucun mur de P
entre ses extre´mite´s (sinon x serait dans ce mur). Nous pouvons donc trouver
sur ce segment un point x′ distinct de Cˆx , mais ε proche de celui-ci, donc ε
proche de M . Il faut noter que x et x′ sont dans la meˆme composante connexe
de O . De meˆme, il existe un point y′ n’appartenant a` aucun mur, dans la meˆme
composante connexe de O que y , et ε proche de M . Par convexite´ (de l’espace
P et de M dans P ), la ge´ode´sique γ de x′ a` y′ reste a` distance infe´rieure ou
e´gale a` ε de M . Par de´finition de ε, cela entraˆıne que V (γ) ⊂ V (M). Donc la
ge´ode´sique de G fournie par le lemme 2 entre x et y reste dans V (M).
Pour montrer la proposition, conside´rons un chemin c qui traverse (au moins)
deux fois un mur M de P , et prouvons que c n’est pas ge´ode´sique. Nous
pouvons trouver un sous-chemin c0 de c qui ne traverse pas M , mais dont
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c
c1
c0
a
y
b
x
M
σM
σM (c1)
Figure 4: Comment raccourcir les chemins par re´flexion
les extre´mite´s sont des sommets x et y d’areˆtes a et b transverses a` M et
contenues dans c.
En appliquant le lemme 4.12, nous remplac¸ons c0 par une ge´ode´sique c1 de
G contenue dans V (M) et d’extre´mite´s x et y . Le chemin c′ ainsi obtenu a
les meˆmes extre´mite´s que c, il n’est pas plus long, et il contient comme sous-
chemin (a, c1, b). Or V (M) posse`de une re´flexion σM par rapport a` M : le
chemin σM (c1) a les meˆmes extre´mite´s que (a, c1, b), mais il est plus court de
deux unite´s. Ceci prouve que ni c′ , ni a fortiori c, ne sont ge´ode´siques.
Compte tenu de la proposition 4.11, la preuve du the´ore`me 1.5 est exactement
la meˆme que celle du the´ore`me B de [26].
4.4 Hyperbolicite´ de l’espace a` murs d’un complexe polye´dral
pair
Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0), dont la me´trique est hyperbolique
au sens de Gromov (par exemple, P est CAT(−1)). Comme P n’a qu’un
nombre fini de types d’isome´trie de cellules, le diame`tre des cellules est uni-
forme´ment majore´. Donc l’inclusion du 1–squelette G dans P est une quasi-
isome´trie (quasi-surjective), et G est hyperbolique.
Nous allons montrer que la condition (H) est remplie dans (XP ,MP ), en
e´tablissant son analogue dans P . Comme d’habitude, nous notons P le com-
pactifie´ de Gromov de P (donc P = P ∪ ∂P ), et si E est une partie de P ,
nous notons E son adhe´rence dans P . Compte tenu des lemmes 4.5 et 4.4, le
premier lemme suivant est clair.
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Lemme 4.13 Soient M un mur de P , x un point de M et px: P → lk(x, P )
la projection qui a` un rayon de P d’origine x associe la direction qu’il de´finit
en partant de x. Alors M se´pare P en deux composantes connexes, images
re´ciproques par px des deux composantes connexes de lk(x, P ) − lk(x,M).
Lemme 4.14 Il existe une constante D > 0 telle que deux points de P a`
distance supe´rieure ou e´gale a` D sont se´pare´s par au moins un mur de P .
Preuve Puisque P n’a qu’un nombre fini de types d’isome´trie de cellules, il
existe un entier N bornant le nombre de murs susceptibles de traverser une
cellule donne´e de P . Soient x et y deux points quelconques de P , et con-
side´rons deux sommets x0 et y0 contenus dans une meˆme cellule que x et y
respectivement. Le nombre des murs se´parant x0 de x ou y0 de y est infe´rieur
a` 2N . D’autre part, d’apre`s l’e´tude de la distance combinatoire sur G , nous
savons que le nombre de murs se´parant x0 de y0 vaut la distance entre x0 et
y0 dans G . Cette distance tend vers l’infini avec la distance dans P entre x
et y , par quasi-isome´trie entre P et X , et puisque le diame`tre des cellules est
uniforme´ment borne´. En particulier, il existe un nombre D > 0 tel que, si
dP (x, y) > D , alors x0 et y0 sont se´pare´s par au moins 2N + 1 murs de P .
L’un de ces murs ne se´pare ni x0 de x, ni y0 de y . Donc il se´pare x de y .
Si x0 est un point base de P , ξ un point de ∂P et r0 l’unique rayon ge´ode´sique
de P joignant x0 a` ξ , nous notons M(r0) l’ensemble des murs M de P tels
que M se´pare x0 de ξ .
Lemme 4.15 Pour tout rayon ge´ode´sique r de P , l’ensemble M(r) est infini.
Preuve Conside´rons la suite de points (xk)k≥0 du rayon r de´finie par: x0
est l’origine de r , et xk est le point de r a` distance kD de x0 — ou` D est
la constante du lemme 4.14 pre´ce´dent. Il existe donc pour k > 0 un mur Mk
se´parant xk−1 de xk . Pour k < ℓ, on a ne´cessairement Mk 6= Mℓ (sinon, par
convexite´, ce mur contiendrait les points xk+1 et xℓ−1 ).
Le mur Mk et le point ξ ne sont pas adhe´rents. En effet, si mk de´signe le point
d’intersection de Mk avec le sous-segment de r entre xk−1 de xk , la projection
de ξ dans lk(mk, P ) correspond a` la ge´ode´sique [mk, xk], non tangente a` M .
Le lemme 4.13 entraˆıne bien que ξ 6∈M . La portion de r de x0 a` xk−1 ne coupe
pas Mk (sinon, par convexite´, Mk contiendrait xk−1 ). De meˆme, la portion
de r de xk a` l’infini ne coupe pas Mk . Mais Mk se´pare xk−1 de xk . Donc
Mk ∈M(r).
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Soient M un mur de P et ξ un point de ∂P non adhe´rent a` M dans P . Nous
noterons V (ξ,M) la composante connexe de P −M contenant ξ .
Proposition 4.16 La famille (V (M, ξ))M∈M(r0) est une base de voisinages de
ξ dans P .
Preuve Remarquons tout d’abord que V (M, ξ) est bien un voisinage de ξ .
Pour montrer que la famille est une base de voisinages, raisonnons par l’absurde.
Par de´finition de la topologie de G ∪ ∂G , supposons que les distances dP (x0,
V (M, ξ)) restent borne´es pour M ∈M(r0).
En fait, x0 n’appartient a` aucun des voisinages V (M, ξ) pour M ∈ M(r0).
Donc dP (x0, V (M, ξ)) est atteinte sur le bord de V (M, ξ), c’est-a`-dire sur M .
Nous sommes donc en train de supposer que tous les murs de M(r) rencontrent
une certaine boule ferme´e B de centre x0 et de rayon R.
Si P est suppose´ localement compact, nous obtenons imme´diatement une con-
tradiction entre la locale finitude de l’ensemble des murs et le fait que M(r)
est infini.
Donnons un raisonnement ge´ne´ral, ou` l’on ne suppose plus les links de sommet
de P compacts. Dans ce cas les boules de P de rayons trop grands peuvent
rencontrer une infinite´ de murs. Cependant, par finitude du nombre de types
d’isome´trie de cellules de P , il existe un ε0 > 0 (qu’on peut choisir strictement
infe´rieur a` R) et un entier N0 > 0 tels que toute ε0–boule ferme´e de P rencontre
un nombre de murs strictement infe´rieur a` N0 .
Pour un entier N ≥ N0 , posons tN = ND(
R
ε0
+ 1) et sN = ND
R
ε0
(le nombre
D est celui qui apparaˆıt dans le lemme 4.14). Appelons xN (resp. yN ) le point
du rayon r a` distance sN (resp. tN ) de l’origine x0 . Montrons tout d’abord
que toute ge´ode´sique γ de P joignant un point u de la boule B a` un point v
de r entre xN et yN passe par la ε0–boule ferme´e de P de centre xN .
w
v
u
x0 xN yN
R ≥
≤ NDND R
ε0
Figure 5: Triangle de comparaison
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En effet, conside´rons le triangle ge´ode´sique de P dont les sommets sont x0
et les extre´mite´s u, v de γ . Soient x0, u, v les sommets correspondants d’un
triangle euclidien de comparaison. Si xN ∈ [x0, v] est le point correspondant a`
xN , alors:
d(x0, u) ≤ R, d(x0, v) ≥ ND
R
ε0
, d(xN , v) ≤ ND.
Soit w le point de [u, v] situe´ sur la paralle`le au coˆte´ [x0, u] passant par xN .
Alors par le the´ore`me de Thale`s, il vient
d(w, xN )
ND
≤
R
ND Rε0
.
Par l’ine´galite´ CAT(0), la distance de xN au point w de γ correspondant a` w
est donc infe´rieure a` ε0 .
Pour achever la de´monstration de la proposition, de´coupons le sous-segment de
r entre xN et yN en N intervalles de longueur D . Par le lemme 4.14, on trouve
N murs deux a` deux distincts se´parant les extre´mite´s de ces intervalles. Ces N
murs sont dans M(r0) (voir preuve du lemme 4.15). Ils passent par un point
du sous-segment de r entre xN et yN , et d’autre part ils coupent la boule B
par hypothe`se. Par convexite´ des murs et ce qui pre´ce`de, chacun de ces murs
coupe la ε0–boule ferme´e de P de centre xN . Ainsi cette boule est coupe´e par
N murs, avec N ≥ N0 , en contradiction avec les de´finitions de ε0 et N0 .
L’image re´ciproque par l’inclusion canonique de G dans P est une quasi-isome´-
trie, se prolongeant en un home´omorphisme entre les bords. On obtient ainsi
un plongement i: G → P . De plus l’image re´ciproque par i d’un voisinage d’un
point de ∂P est un voisinage du point correspondant sur ∂G . La proposition
pre´ce´dente entraˆıne donc que (X,M) ve´rifie l’axiome (H).
Nous re´sumons les re´sultats 4.6, 4.10, 4.16 dans l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 4.17 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0), hyperbolique
au sens de Gromov. Alors (XP ,MP ) est un espace a` murs hyperbolique, dont
le graphe associe´ est le 1–squelette de P .
Un mur M de P est dit propre si ∂P \ ∂A est non vide pour chacune des com-
posantes connexes A de P \M . Ceci e´quivaut au fait que le mur correspondant
de l’espace a` murs (XP ,MP ) est propre.
Lemme 4.18 Supposons que chaque areˆte de P soit contenue dans une droite
ge´ode´sique. Alors tout mur de P est propre.
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Preuve Soit M un mur transverse a` une areˆte d, et A,B les deux com-
posantes connexes de P \M . Soit D une droite ge´ode´sique contenant d, et a, b
l’extre´mite´ du rayon ge´ode´sique D ∩ A,D ∩ B respectivement. Alors puisque
P est CAT(0) et que l’angle entre M et d est droit au point d’intersection, le
point a n’appartient pas a` ∂B , ni b a` ∂A. Donc M est propre.
5 Groupes d’automorphismes d’un complexe poly-
e´dral pair
Nous fixons P un complexe polye´dral pair CAT(0). Nous notons (X,M) =
(XP ,MP ) son espace a` murs associe´ et G le 1–squelette de P .
5.1 Automorphismes de l’espace a` murs d’un complexe poly-
e´dral pair
Le but de cette section est de montrer que le groupe des automorphismes de P
et celui de (X,M) co¨ıncident.
Si f est un automorphisme isome´trique de P , C une cellule de P et a une
areˆte de C , alors f(M(a,C)) = M(f(a), f(C)). Aussi, tout automorphisme
isome´trique de P agit sur l’ensemble des murs de P . Plus ge´ne´ralement, un iso-
morphisme (non ne´cessairement isome´trique) entre deux cellules paires pre´serve
le paralle´lisme entre areˆtes. En effet, deux areˆtes a et b d’une cellule paire C
sont paralle`les si et seulement s’il existe une ge´ode´sique combinatoire γ du 1–
squelette de C joignant une extre´mite´ de a a` une extre´mite´ de b, de sorte que
a suivie de γ , ainsi que γ suivie de b, soit encore ge´ode´sique, mais (a, γ, b)
n’est plus ge´ode´sique. D’autre part, deux sommets x et y sont du meˆme coˆte´
d’un mur M si et seulement si une ge´ode´sique de x a` y ne contient pas d’areˆte
transverse a` M .
Ainsi, le paralle´lisme des areˆtes est une notion ne faisant appel qu’a` la combi-
natoire de C , et meˆme seulement de son 1–squelette. Si f est un isomorphisme
(polye´dral) d’une cellule paire C sur une autre cellule paire C ′ , et si M est un
mur de C , alors les areˆtes de C ′ images par f des areˆtes de C transverses a`
M sont toutes transverses a` un meˆme mur de C ′ , qu’on notera f(M). Et deux
sommets x et y de C sont du meˆme coˆte´ de M si et seulement si f(x) et f(y)
sont du meˆme coˆte´ de f(M).
Les re´sultats pre´ce´dents restent valables pour P tout entier. Il y a donc un
morphisme canonique (d’ailleurs clairement injectif) du groupe Aut(P ) des
automorphismes (polye`draux) de P dans Aut(X,M).
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The´ore`me 5.1 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0). Alors le mor-
phisme de Aut(P ) dans Aut(XP ,MP ) ci-dessus est un isomorphisme.
Preuve Si G(X,M) est le graphe associe´ a` (X,M), alors nous avons de´fini un
morphisme injectif Aut(X,M)→ Aut G(X,M). Comme G(X,M) s’identifie
avec le 1–squelette combinatoire G de P , si ρ: Aut P → Aut G est l’applic-
ation de restriction d’un automorphisme de P a` son 1–squelette, alors le dia-
gramme suivant est commutatif:
Aut (X,M)
ր ց
Aut P
ρ
−→ Aut G
Pour e´tablir que tous ces morphismes injectifs sont des isomorphismes, il suffit
de montrer que ρ est surjective, i.e. que l’on peut construire un automorphisme
(polye´dral) de P a` partir d’un automorphisme de son 1–squelette G .
Lemme 5.2 Soient C une cellule de P et a une areˆte de P telle que l’inter-
section a∩C est re´duite a` un sommet x0 . Alors le mur transverse a` a ne coupe
pas C .
Preuve Supposons, par l’absurde, qu’il existe une cellule C , une areˆte a et un
sommet x0 tels que a∩C = {x0} et M =M(a) coupe C . Soient y0 le sommet
de C syme´trique de x0 par rapport a` M , et p le point ou` la ge´ode´sique qui
joint x0 a` y0 (dans C ) coupe M . Alors p est le point de M ∩C le plus proche
de x0 .
En fait, pour toute cellule D dont C est une face, p est encore le point de
M ∩ D le plus proche de x0 : donc p est un minimum local (strict) pour la
fonction qui a` un point q de M associe sa distance a` x0 dans P . Mais il en
va de meˆme pour le point p′ , milieu de l’areˆte a. Or p′ 6= p, puisque a 6⊂ C ,
ce qui donne deux minimaux locaux sur M a` la fonction “distance a` x0”, en
contradiction avec la convexite´ de cette fonction et celle de M dans P .
Corollaire 5.3 Le 1–squelette d’une cellule C est convexe dans G , le 1–
squelette de P .
Preuve Soient x0, y0 deux sommets de C , et γ un chemin de G entre x0 et
y0 , qui sort de C . D’apre`s le lemme pre´ce´dent, la suite des murs traverse´s par
γ contient un mur ne coupant pas C . Or l’ensemble des murs qui se´pare x0, y0
est contenu dans l’ensemble des murs coupant C . Donc, d’apre`s la proposition
4.11, γ ne peut eˆtre ge´ode´sique.
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Notons E l’ensemble des cellules de P et F l’ensemble des sous-graphes con-
vexes de G isomorphes au graphe de Cayley d’un syste`me de Coxeter fini.
Comme le 1–squelette d’une cellule paire est le graphe de Cayley d’un syste`me
de Coxeter fini (Proposition 4.1), le corollaire ci-dessus montre que l’application
i: C 7→ C ∩ G est une application (injective) de E dans F . Pour retrouver les
cellules de P a` partir de son 1–squelette, nous allons montrer que i(E) = F .
Lemme 5.4 Soient K un e´le´ment de F et a une areˆte de P telle que l’inter-
section a∩K est re´duite a` un sommet x0 . Alors le mur M transverse a` l’areˆte
a ne recoupe pas K .
Preuve Raisonnons par l’absurde. Soit b une areˆte de K transverse a` M .
Notons y0 l’extre´mite´ de b du meˆme coˆte´ de M que x0 , puis x
′
0 et y
′
0 les
images de x0 et y0 par la re´flexion σM du voisinage V (M) de M . Comme
le 1–squelette de V (M) est ge´ode´sique dans le 1–squelette de P (voir lemme
4.12), il existe une ge´ode´sique γ de G entre x0 et y0 contenue dans V (M).
Mais comme K est convexe dans G , on a γ ⊂ K .
M
K
γ
b
x0
y0
x′0
y′0
Puisque x0 et y0 ne sont pas se´pare´s par M , le chemin γ ne coupe pas le mur
M . Donc (γ, b) est une ge´ode´sique de G entre x0 et y
′
0 (voir lemme 4.11). Le
chemin (a, σM (γ)) a les meˆmes extre´mite´s et la meˆme longueur, mais il passe
par x′0 6∈ K : ceci contredit la convexite´ de K dans G .
Lemme 5.5 Soient K un e´le´ment de F et M un mur coupant une areˆte a de
K . Alors chaque areˆte de K touchant a est contenue dans V (M), et l’ensemble
de ces areˆtes est invariant par σM .
Preuve Soient x0 et y0 les extre´mite´s de a, et b une areˆte de K distincte de
a, contenant y0 . Il s’agit de montrer que b est dans V (M), et que σM (b) est
dans K .
Soit (W,S) le syste`me de Coxeter de graphe de Cayley G(W,S) isomorphe
a` K . Puisque W est transitif sur les sommets de G(W,S), on peut trouver
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un isomorphisme ϕ de G(W,S) sur K envoyant 1 sur x0 . Soient s et w les
e´le´ments de W dont l’image par ϕ sont y0 et z0 , la deuxie`me extre´mite´ de
b. D’abord, s ∈ S , puisqu’il est lie´ a` 1 dans G(W,S) par l’areˆte ϕ−1(a).
Ensuite, il existe t 6= s, t ∈ S tel que w = st. Conside´rons Gs,t , le sous-graphe
plein de G(W,S) dont les sommets sont 1, s, st, sts, . . . , 1. C’est un graphe
home´omorphe a` un cercle, contenant 2ms,t areˆtes, ou` ms,t de´signe l’ordre du
produit st dans W . Ce sous-graphe est une maille de G(W,S), au sens suivant:
une maille est un circuit de longeur 2m totalement ge´ode´sique dans G(W,S),
tel que si deux de ses sommets sont a` distance strictement infe´rieure a` m, il y a
une unique ge´ode´sique de G(W,S) les joignant (alors ne´cessairement contenue
dans le circuit).
L’image de Gs,t dans K est une maille Ks,t de K ; par convexite´ de K dans
G , c’est aussi une maille de G . L’areˆte a′ de Ks,t la plus e´loigne´e de a est
caracte´rise´e par l’existence d’un sous-segment c de Ks,t , tel que c joint y0 a`
une extre´mite´ y′0 de a
′ , (a, c) et (c, a′) sont ge´ode´siques, mais (a, c, a′) ne l’est
pas.
Des trois dernie`res proprie´te´s et de la proposition 4.11, il re´sulte que M(a) =
M(a′).
D’apre`s le lemme 4.12, il existe une ge´ode´sique de y0 a` y
′
0 contenue dans V (M).
Mais comme Ks,t est une maille, cette ge´ode´sique est c. Alors σM (c) est une
ge´ode´sique entre deux points de Ks,t a` distance strictement infe´rieure a` ms,t ,
donc σM (c) ⊂ Ks,t .
Lemme 5.6 Soient K un e´le´ment de F et C une cellule de P dont le 1–
squelette contient un sommet x0 de K tel que St(x0,K) = St(x0, i(C)). Alors
K = i(C).
Preuve On peut supposer la dimension de C au moins e´gale a` deux, sinon
il n’y a rien a` montrer. Par connexite´ de C , il suffit de montrer que K est
un ouvert de i(C). Par connexite´ de K , il suffit de montrer que si x0 est un
sommet de K tel que St(x0,K) = St(x0, i(C)), alors pour tout voisin y0 de x0
dans K , on a encore St(y0,K) = St(y0, i(C)).
Soit a l’areˆte de K d’origine x0 et d’extre´mite´ y0 , et M le mur transverse a` a.
Comme σM pre´serve i(C) et l’ensemble des areˆtes de K touchant a (d’apre`s
le lemme 5.5), on a:
St(y0,K) = St(σM (x0),K) = σM (St(x0,K)) =
σM (St(x0, i(C))) = St(y0, i(C)).
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Proposition 5.7 L’application i: E → F est surjective.
Preuve On raisonne par re´currence sur le rang du syste`me de Coxeter dont
K est le graphe de Cayley (cela correspond au degre´ du graphe re´gulier K ). Il
n’y a rien a` dire en rang 1.
Soit K ∈ F de rang r + 1 supe´rieur ou e´gal a` 2. Conside´rons un sommet
x0 de K , et soient a0, a1, . . . , ar les areˆtes issues de x0 ; nous noterons Mi le
mur transverse a` l’areˆte ai . Alors il existe un syste`me de Coxeter fini (W,S =
{s0, s1, . . . , sr}) et un isomorphisme de son graphe de Cayley G(W,S) sur K
envoyant 1 sur x0 et l’areˆte issue de 1 pre´serve´e par si sur ai . Conside´rons
maintenant V , le sous-groupe spe´cial de (W,S) engendre´ par T = {s1, . . . , sr}.
Il y a une unique copie de son graphe de Cayley contenue dans le graphe de
Cayley de (W,S) et passant par 1; a` ce sous-graphe correspond un sous-graphe
L de K .
Un re´sultat classique sur les sous-groupes spe´ciaux (cf. [5]) entraˆıne que L est
convexe dans G . On peut donc appliquer l’hypothe`se de re´currence a` L, et
trouver une cellule C de P dont L est le 1–squelette.
Comme (W,S) est fini, il posse`de un unique e´le´ment w0 de longueur maximale:
soit x′0 le sommet correspondant de K .
Fait 1 Notons d’abord que les areˆtes de K issues de x′0 sont traverse´es par
les murs Mi , qui de plus se´parent x
′
0 de x0 .
M1
M0
Mr
M0
M0
C
Cˆ
C′
Cˆ′
c0
p
γx0
x′0=w0x0
s1x0 srx0
s0x0
w0s0x0
Preuve Pour tout si de S , l’e´le´ment siw0 doit eˆtre lie´ a` w0 dans G(W,S), ce
qui signifie qu’il existe un sj ∈ S tel que siw0 = w0sj . Soit ci une ge´ode´sique
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de G(W,S) de 1 a` w0 commenc¸ant par l’areˆte de 1 a` si : la suite des murs de
G(W,S) traverse´s par ci est sans re´pe´tition. Alors le chemin γi forme´ de ci
suivi de l’areˆte de w0 a` si.w0 = w0.sj n’est pas ge´ode´sique, car le premier mur
qu’elle traverse est M(si) =M(w0.sj .w
−1
0 ), donc e´gal au dernier. On en de´duit
que le chemin c′i tel que l’areˆte de 1 a` si suivie de c
′
i e´gale γi est ge´ode´sique.
En prenant les images de ces trois chemins dans K , en utilisant la convexite´ de
K dans G et la caracte´risation des ge´ode´siques combinatoires par la suite des
murs traverse´s, on voit que le mur Mi coupe une areˆte issue de x
′
0 , et se´pare
x0 de x
′
0 .
Comme ci-dessus, il y a une unique copie convexe de L dans K passant par
x′0 , coupe´e par les murs M1, . . .Mr : nous la noterons L
′ et C ′ sera la cellule
de P dont le 1–squelette est L′ .
Les centres me´triques des cellules C et C ′ sont des points Cˆ et Cˆ ′ de M1∩ . . .∩
Mr ; par convexite´, la ge´ode´sique γ qui les joint est aussi dans cette intersection.
D’autre part, la ge´ode´sique joignant Cˆ a` x0 ne coupe que les murs de C , donc
pas M0 (d’apre`s le lemme 5.2). Un re´sultat analogue e´tant vrai pour x
′
0 , et
M0 se´parant x0 de x
′
0 , la ge´ode´sique γ doit couper M0 . Comme γ 6⊂ M0 ,
l’intersection de γ avec M0 ne contient qu’un point p.
Soit D la cellule de P engendre´e par γ juste apre`s Cˆ ; comme γ ∩ C = Cˆ , la
cellule D contient C comme face stricte.
Fait 2 Le point p appartient a` D .
Preuve Par l’absurde, supposons que p n’est pas dans D . Alors γ ressort de
D par un point q de son bord; ce point est dans M1 ∩ . . . ∩Mr . Comme γ
reste dans l’inte´rieur de D entre Cˆ et q , ces deux points ne peuvent eˆtre sur
une meˆme face du bord de D . Soit F la face stricte de D engendre´e par q ;
cette cellule paire est coupe´e par les murs Mi, 1 ≤ i ≤ r , donc invariante par
les re´flexions σMi , tout comme C .
Montrons que F est disjointe de C . Si F contenait un sommet de C , elle
contiendrait toutes ses images par le groupe d’isome´trie de D engendre´e par
les re´flexions σMi , 1 ≤ i ≤ r . Mais ce groupe est (simplement) transitif sur
l’ensemble des sommets de C . Donc F contiendrait tous les sommets de C ,
autrement dit C elle-meˆme. Mais alors Cˆ et q seraient dans une meˆme face F
du bord de D , ce qui n’est pas.
Conside´rons une ge´ode´sique combinatoire c de x0 ∈ C a` un sommet de F , de
longueur minimale. Par convexite´ de i(D), on a c ⊂ D . Comme C ∩F = ∅, la
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longueur de c est non nulle: donc c = (b, . . .), ou` b est une areˆte de D issue de
x0 . Comme σMi pre´serve F , il est e´vident, par minimalite´, que b 6⊂ C . Donc,
d’apre`s le lemme 5.2, M(b) ne peut pas couper C .
Maintenant, le mur M(b) ne peut pas non plus couper F : sinon en appliquant
σM(b) au sous-segment de c apre`s b, on trouverait une ge´ode´sique de x0 a`
un sommet de F , de longueur infe´rieure a` celle de c, en contradiction avec la
minimalite´ de celle-ci.
Il en re´sulte que M(b) se´pare les deux cellules C et F , donc en particulier les
deux points Cˆ et q . Alors M(b) se´pare Cˆ et Cˆ ′ , C et C ′ , donc x0 et x
′
0 .
Le mur M(b) n’est pas le mur M0 : car celui-la` coupe la ge´ode´sique γ dans D ,
alors que celui-ci la coupe en p, suppose´ exte´rieur a` D . Nous nous retrouvons
avec un e´le´ment K de F et une areˆte b de P contenant un sommet de K ,
mais non contenue dans K , telle que M(b) se´pare deux points de K : une
contradiction avec le lemme 5.4. Cette absurdite´ prouve que p ∈ D .
Puisque l’areˆte a0 est issue d’un sommet x0 de D et que le mur M0 = M(a0)
recoupe D (en p), le lemme 5.2 entraˆıne que a0 ⊂ D . Alors la sous-cellule
E de D engendre´e par les areˆtes a0, a1, . . . ar ve´rifie St(x0,K) = St(x0, i(E)),
donc K = i(E) d’apre`s le lemme 5.6.
Corollaire 5.8 Le morphisme de restriction de Aut(P ) dans Aut(G) est un
isomorphisme.
Preuve Il suffit de montrer la surjectivite´. Si ϕ est un automorphisme de G ,
de´finissons un automorphisme ϕ de P de la fac¸on suivante. Pour une cellule
C de P , conside´rons l’e´le´ment K ′ de F de´fini par K ′ = ϕ(i(C)). D’apre`s la
proposition pre´ce´dente, il existe une (unique) cellule C ′ dont le 1–squelette est
K ′ . Alors il existe un unique isomorphisme polye´dral de C sur C ′ prolongeant
ϕ|i(C) .
La collection d’isomorphismes polye´draux locaux ϕC ainsi obtenue se recolle
pour donner l’automorphisme ϕ.
Ce corollaire termine la preuve du the´ore`me 5.1.
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5.2 Existence d’automorphisme non trivial fixant strictement
un mur propre
Un automorphisme de P fixe strictement un mur M de P si et seulement s’il
fixe M (point par point) et pre´serve chacune des deux composantes connexes
de P \M .
Le but de cette section est de donner des exemples de P dont le groupe
Aut+(P ), sous-groupe de Aut(P ) engendre´ par les stabilisateurs stricts de murs
propres est tre`s gros.
Remarque (1) L’automorphisme f fixe strictement le mur M si et seulement
s’il fixe point par point M∪a, ou` a est une areˆte transverse a` M . Une condition
e´quivalente est que f fixe V (M) point par point. Et un automorphisme de P
fixe strictement un mur M si et seulement si l’automorphisme correspondant
de (XP ,MP ) fixe strictement le mur correspondant a` M .
(2) Soient P+ et P− les adhe´rences des deux composantes connexes de P \M .
Alors le sous-groupe de Aut(P ) forme´ des automorphismes fixant strictement
M est le produit direct de Fix(P+) et de Fix(P−).
Lemme 5.9 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0). Alors son espace a`
murs (XP ,MP ) ve´rifie la proprie´te´ (M
′ ).
Preuve Soit f un automorphisme de P fixant strictement un mur M et A
une des deux moitie´s de X de´finies par M . Soit B une moitie´ de X telle que
A ∩ B et (X \ A) ∩ B sont non vides. Notons N le mur de P dont le mur
associe´ sur X est (B,X \B). Alors on voit que N contient des points se´pare´s
par M . Donc, par convexite´, M ∩N est non vide. En particulier, il existe une
cellule C de P coupe´e par M et N . Puisque f fixe strictement M , elle vaut
l’identite´ sur C . Donc f fixe une areˆte transverse a` N : f pre´serve globalement
N , ainsi que les deux composantes connexes de X \N .
Nous allons e´tudier le cas ou` P est la re´alisation ge´ome´trique de Davis–Mous-
song d’un syste`me de Coxeter.
Soit (W,S) un syste`me de Coxeter. Nous noterons N = N(W,S) le nerf fini
de (W,S). Nous munissons la premie`re subdivision barycentrique N ′ de N
d’une fonction m, de´finie sur l’ensemble des milieux aˆ des areˆtes a de N par
la formule: m(aˆ) est l’ordre du produit st, avec s et t les re´flexions de S cor-
respondant aux extre´mite´s de a. Il est alors imme´diat que les automorphismes
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du graphe de Coxeter de (W,S) correspondent aux automorphismes de N ′ qui
proviennent d’un automorphisme de N et pre´servent la fonction m.
Notons P = |W |0 la re´alisation de Davis–Moussong de (W,S). On a P
′ =
(W×(x0 ∗N
′))/ ∼ (voir section 3.2), et nous noterons [w, x] la classe de (w, x).
Les sommets de P sont les points [w, x0] pour w ∈ W . Nous identifierons un
point x de x0 ∗N
′ avec son image [id, x] dans P ′ . En particulier, le link de x0
dans P ′ s’identifie avec N ′ . L’action a` gauche de W sur le produit passe au
quotient, en une action simplement transitive sur les sommets wx0 de P . Mais
on peut aussi construire, a` partir de (W,S), des e´le´ments de Aut(P ) fixant le
sommet x0 .
Soit G(W,S) le groupe des automorphismes du diagramme de Coxeter de
(W,S). Tout e´le´ment f de G(W,S) agit sur N ′ (en pre´servant m), donc nous
pouvons conside´rer son prolongement conique a` x0∗N
′ , encore note´ f . D’autre
part, f induit naturellement un automorphisme du groupe W (permutant S ),
que nous noterons f . Alors l’application (w, x) 7→ (f(w), f(x)) est compatible
avec ∼, donc induit un automorphisme fˆ de P ′ . On a fˆ([w, x]) = [f(w), f(x)],
donc fˆ(x0) = x0 , et fˆ agit sur le link de x0 comme f sur N
′ . Enfin, fˆ provient
d’un automorphisme de P (car f provient d’un automorphisme de N ).
Nous obtenons ainsi une repre´sentation fide`le de G(W,S) dans Aut(P ), d’image
contenue dans le stabilisateur de x0 . D’apre`s la formule fˆ(w · [w
′, x]) = f(w) ·
fˆ([w′, x]), si f fixe point par point un sous-ensemble T de S , alors fˆ commute
avec l’action sur P du sous-groupe spe´cial engendre´ par T .
De´finition 5.10 Soient Q un complexe polye´dral pair CAT(0), et a une areˆte
de Q. La facette de Q transverse a` a est la re´union des simplexes de Q′ (la
premie`re subdivision barycentrique de Q) qui contiennent le milieu de l’areˆte
a, mais aucune de ses extre´mite´s. Nous la noterons φ(a). Si x0 est un sommet
de Q, le bloc de centre x0 est l’e´toile de x0 dans Q
′ .
Lemme 5.11 Le mur transverse a` l’areˆte a est la re´union des facettes φ(b),
avec b paralle`le a` a. Les deux blocs centre´s sur les extre´mite´s d’une areˆte a
ont pour intersection la facette φ(a).
Preuve Ve´rifions d’abord que φ(a) ⊂ M(a). Soit ∆ un simplexe de φ(a).
Conside´rons la plus petite cellule C contenant ∆: les sommets de ∆ sont les
centres me´triques de certaines faces de C contenant l’areˆte a. Donc chacun de
ces sommets est invariant par σ(a,C): autrement dit ∆ ⊂M(a,C).
Pour achever de montrer la premie`re assertion, il suffit de prouver que si C est
un polye`dre pair et a une areˆte de C , alors M(a,C) est contenu dans l’union
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des facettes φ(b), avec b paralle`le a` a dans C . On raisonne par re´currence sur
dim(C), la proprie´te´ e´tant e´vidente en dimension 1.
Soit x un point de M(a,C). Si x = Cˆ (le centre me´trique de C ), alors x
est dans toutes les facettes de C , en particulier dans φ(a). Si x 6= Cˆ , nous
pouvons conside´rer la ge´ode´sique de Cˆ a` x, et la prolonger jusqu’au bord de
C , qu’elle touche en un point y . Comme x et Cˆ sont dans M(a,C), le point
y est aussi dans ce mur. Cela signifie que D , la face stricte de C engendre´e
par y , est coupe´e par M(a,C). On applique alors l’hypothe`se de re´currence
a` y ∈ D : il existe un simplexe ∆y de la facette d’une areˆte b de D telle que
M(b,D) =M(a,C)∩D qui contient y . Alors b est paralle`le a` a, et x est dans
∆x , le joint de ∆y avec Cˆ . Ceci conclut, car ∆x est dans la facette de b dans
C .
Pour la seconde assertion, soit a une areˆte de Q d’extre´mite´s x0 et y0 . Un
sommet de Q′ est joignable aux extre´mite´s de a si et seulement s’il est le centre
me´trique d’une face C contenant x0 et y0 . Ceci, par convexite´, e´quivaut a` dire
que C contient a, autrement dit Cˆ ∈ φ(a).
Si (W,S) est un syste`me de Coxeter, nous appellerons facette de (W,S) (au
sens de Davis–Moussong) l’e´toile dans N ′ d’un sommet de N ; si ce sommet
correspond a` la re´flexion s, nous noterons φs cette facette. Le syste`me de
Coxeter est dit rigide si le fixateur dans G(W,S) de toute facette de (W,S)
est trivial. Tous les blocs de la re´alisation ge´ome´trique de Davis–Moussong P
sont isomorphes au coˆne sur N ′ ; l’intersection de deux blocs centre´s sur des
sommets voisins de P est donc une facette de (W,S).
The´ore`me 5.12 Si (W,S) est rigide, alors Aut(P ) est discret: c’est le produit
semi-direct de W et de G(W,S).
Supposons que (W,S) n’est pas rigide, et que (W,S) est hyperbolique au sens
de Gromov. Alors, pour tout automorphisme non trivial f de G(W,S) fixant
une facette φs , le mur Ms passant par φs est propre. De plus, il existe un
automorphisme ϕ de P , dont la restriction a` l’e´toile de x0 dans P est fˆ , et
qui fixe strictement Ms . En particulier, Aut
+(P ) 6= {1}, et Aut(P ) est non
discret.
Preuve Supposons d’abord que (W,S) est rigide. Il s’agit de montrer que le
stabilisateur de x0 est G(W,S).
D’abord le fixateur de St(x0, P
′) dans Aut(P ) est trivial: car si F ∈ Aut(P )
fixe l’e´toile d’un sommet dans P ′ , alors par rigidite´ F fixe l’e´toile de tout
sommet voisin.
Geometry & Topology Monographs, Volume 1 (1998)
224 Fre´de´ric Haglund et Fre´de´ric Paulin
Ensuite, si F ∈ Aut(P ) fixe x0 , il induit un automorphisme du link de x0 dans
P ′ (isomorphe a` N ′ ), provenant d’un automorphisme de N , et pre´servant la
fonction m. En effet, cette fonction a une interpre´tation ge´ome´trique: m(x)
est simplement le diame`tre combinatoire du bord de la 2–face dont x est le
centre. Il existe donc un f ∈ G(W,S) tel que fˆ co¨ıncide avec F sur le bloc de
P de centre x0 . D’apre`s la premie`re partie, fˆ = F .
Lemme 5.13 Soit (W,S) un syste`me de Coxeter hyperbolique. Alors l’en-
semble des w ∈W qui agissent trivialement au bord de W est un sous-groupe
spe´cial fini WF tel que le syste`me (WS\F , S\F ) est irre´ductible, et tout e´le´ment
de F commute avec tout e´le´ment de S\F . En particulier, si W est irre´ductible,
alors W agit fide`lement sur son bord.
Preuve Soit G le sous-groupe de W agissant trivialement sur ∂W : c’est un
sous-groupe distingue´ fini de W (voir [13]). En tant que sous-groupe fini, G
est contenu dans un conjugue´ d’un sous-groupe spe´cial fini WT . Mais comme
G est distingue´, on a G ⊂WT , avec toujours G distingue´ dans W . En prenant
l’intersection des sous-groupes spe´ciaux finis contenant G, on trouve un sous-
groupe spe´cial fini WF contenant G, et tel que, pour tout t ∈ F , il existe
g ∈ G tel que t apparaisse dans une e´criture de longueur minimale de g . Pour
s n’appartenant pas a` F et g ∈ G, on a s.g.s ∈ G ⊂ WF . Donc s commute
avec tous les e´le´ments t de F apparaissant dans une e´criture ge´ode´sique de g .
On en de´duit que tout e´le´ment de F commute avec tout e´le´ment de S \ F .
Il reste a` montrer que (WS\F , S \ F ) est irre´ductible. Supposons que S \ F =
T1 ∪ T2 , avec T1 ∩ T2 = ∅ et tout e´le´ment de T1 commute avec tout e´le´ment
de T2 . On ne peut avoir WT1 et WT2 infinis, puisque W est hyperbolique et
contient WT1 ×WT2 . Si par exemple WT1 est fini, il commute a` WT2∪F , donc
agit trivialement au bord: d’ou` T1 ⊂WT1 ⊂ G ⊂WF , et donc T1 = ∅.
Supposons maintenant que (W,S) est non rigide. Soient f ∈ G(W,S) et s ∈ S
tels que f est non trivial et f fixe φs (point par point). Le fait que Ms soit un
mur propre de P re´sulte du lemme pre´ce´dent. En effet, si Ms n’est pas propre,
comme s permute les deux demi-espaces de´finis par Ms , le bord de Ms est e´gal
a` tout le bord de P , donc s agit trivialement sur le bord de P . Par le lemme,
s appartient a` F , et son e´toile est e´gale a` tout le nerf fini de (W,S), ce qui
contredit la non-trivialite´ de f .
Comme f fixe la facette φs , f fixe tous les t ∈ S tels que ms,t < ∞. Donc fˆ
commute a` tout produit de telles re´flexions. Comme d’autre part fˆ fixe l’areˆte
transverse a` Ms passant par x0 , c’est donc que fˆ fixe toutes les areˆtes de la
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forme w.as , avec w ∈WTs , ou` Ts = {t ∈ S /ms,t <∞}, et as est l’areˆte de P
entre x0 et sx0 .
Soient ∂H la re´union de ces areˆtes, H la re´union des chemins d’origine x0 dans
le 1–squelette G de P , qui ne traversent pas ∂H , et Hc le sous-graphe de
G re´union des areˆtes non dans H . La proposition 5.17 de la section suivante
dit que Hc contient le demi-espace A de W de´fini par Ms et contenant s.
L’automorphisme fˆ vaut l’identite´ sur ∂H , et H ∩Hc est contenu dans ∂H .
Donc on peut de´finir un automorphisme ϕ de G qui co¨ıncide avec l’identite´ sur
Hc , et avec fˆ sur H . Comme A est contenu dans Hc , ϕ vaut l’identite´ sur le
demi-espace A, donc fixe strictement le mur Ms . Enfin, fˆ agit sur l’ensemble⋃
t∈S\{s} at des areˆtes a` la fois dans H et dans l’e´toile de x0 , comme f sur
S \ {s}. Donc ϕ, qui co¨ıncide avec fˆ sur l’e´toile de x0 , est non trivial.
5.3 Un re´sultat technique sur les groupes de Coxeter
Soit (W,S) un syste`me de Coxeter, notons 1 son e´le´ment neutre et G = G(W,S)
son graphe de Cayley.
Si t ∈ S et T ⊂ S , nous noterons at l’areˆte de G(W,S) entre 1 et t et GT le
sous-graphe de G re´union des areˆtes reliant deux sommets de G appartenant au
sous-groupe spe´cial WT engendre´ par T . Alors GT est isomorphe a` G(WT , T ),
et c’est un sous-graphe convexe de G (voir [5]). On peut aussi voir GT comme
la re´union des chemins de G d’origine 1, et dont toutes les areˆtes ont un label
dans T (i.e. sont de la forme wat , avec t ∈ T ).
Pour s ∈ S quelconque, soit Ts la partie de S forme´e des re´flexions t telles que
ms,t <∞. Notons alors H = Hs la re´union des chemins c de G(W,S) d’origine
1, et n’empruntant que des areˆtes de la forme wat , avec t 6= s, ou de la forme
was , avec w 6∈WTs . Introduisons enfin A = As , l’ensemble des e´le´ments de W
se´pare´s de 1 par le mur Ms de s.
Notre but est de montrer que H et A sont disjoints, ce qui est le re´sultat voulu
dans la preuve du the´ore`me 5.12.
Commenc¸ons par donner une description plus constructive de H . Posons
K1 = {1},H1 = GS\{s}, . . . ,
Kn+1 =
⋃
w∈Hn,w 6∈WTs
w.GTs ,Hn+1 =
⋃
w∈Kn+1
w.GS\{s}.
Alors H est la re´union croissante des Hn .
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Lemme 5.14 Soient w ∈ H et n = n(w) le plus petit indice i tel que w ∈
Hi . Alors il existe deux suites v
−
1 , . . . , v
−
n−1 et v
+
1 , . . . , v
+
n−1 d’e´le´ments de W
appartenant a` H , et une suite M1, . . . ,Mn−1 de murs de (W,S) tels que, pour
1 ≤ i < n,
• n(v−i ) = i et n(v
+
i ) = i+ 1;
• v−i et v
+
i sont congrus modulo WTs , v
+
i−1 et v
−
i sont congrus modulo
WS\{s} (en posant v
+
0 = 1), et v
+
n−1 est congru a` w modulo WS\{s} ;
• Mi est transverse a` l’areˆte de type s d’origine v
−
i , et se´pare v
−
i .GS\{s}
de v+i .GS\{s} .
w
1
s
M0
M1
M2v−1
v−1 s
v+1
v−2 v
−
2 s
v+2
Le´gende:
Classe mod WTs
Classe mod WS−{s}
Figure 6: Description constructive de H
Preuve Par re´currence sur n. Si n = 1, il n’y a rien a` de´montrer.
Supposons donc n > 1. Comme w ∈ Hn , il existe un v
+
n−1 de Kn congru a` w
modulo WS\{s} ; puis il existe un v
−
n−1 de Hn−1 auquel v
+
n−1 est congru modulo
WTs . Quitte a` multiplier v
−
n−1 et v
+
n−1 par des e´le´ments convenables de WTs\{s}
(ce qui ne change ni les classes modulo WTs , ni les classes modulo WS\{s} ), on
peut supposer que dW (v
−
n−1.WTs\{s}, v
+
n−1.WTs\{s}) = dW (v
−
n−1, v
+
n−1).
Si v−n−1 e´tait dans un Hi avec i < n − 1, w serait dans Hn−1 , en contra-
diction avec la de´finition de n. De meˆme, v+n−1 ∈ Hn \ Hn−1 (en particulier,
v−n−1.WS\{s} 6= v
+
n−1.WS\{s} ). Donc, si on comple`te les suites fournies par la
re´currence applique´e a` v−n−1 a` l’aide de v
−
n−1 et v
+
n−1 d’une part, et d’autre part
a` l’aide du mur Mn−1 fourni par le lemme suivant d’autre part, on obtient le
re´sultat au rang n.
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Lemme 5.15 Supposons que v−.WTs = v
+.WTs et v
−.WS\{s} 6= v
+.WS\{s} .
Si de plus dW (v
−.WTs\{s}, v
+.WTs\{s}) = dW (v
−, v+), alors le mur transverse
a` l’areˆte v−.as issue de v
− se´pare v−.GS\{s} de v
+.GS\{s} .
Preuve Quitte a` multiplier par l’inverse de v− , on peut supposer v− = 1. On
a alors v = v+ ∈WTs \WS\{s} , et v est l’e´le´ment de plus petite longueur dans
sa classe modulo WTs\{s} (cette longueur est non nulle, sinon v serait dans
WTs\{s} , donc dans WS\{s}). En particulier, toute ge´ode´sique de 1 a` v passe
par as , et le mur Ms transverse a` as se´pare 1 de v .
La convexite´ de GS\{s} l’empeˆche d’eˆtre coupe´e par le mur Ms . Supposons que
Ms soit transverse a` une areˆte de v.GS\{s} . Cela signifie qu’il existe t ∈ S \ {s}
et w ∈ WS\{s} tels que s(vw) = (vw)t. Donc v
−1sv = wtw−1 : par convexite´
des sous-groupes spe´ciaux, la re´flexion v−1sv est donc dans WTs ∩WS\{s} =
WTs\{s} . Alors l’e´le´ment v
′ = v(v−1sv) = s.v est congru a` v modulo WTs\{s} ,
mais il est de longueur 1 de moins que v , puisque toute ge´ode´sique de 1 a` v
commence par s. Ceci contredit la minimalite´ suppose´e de |v|.
Nous allons montrer que, vus dans la re´alisation de Davis-Moussong P de
(W,S), les murs apparaissant dans le lemme 5.14 sont disjoints, et ne se´parent
pas deux points de A. Pour cela, nous faisons agir W sur un certain arbre.
Soient s, t dans S tels que ms,t = ∞. Alors W est le produit amalgame´
WS\{s} ∗WS\{s,t}WS\{t} . Conside´rons le graphe biparti Ts,t ayant un sommet de
type s pour chaque classe de W modulo WS\{s} , un sommet de type t pour
chaque classe de W modulo WS\{t} , avec une areˆte entre une classe modulo
WS\{s} et une classe modulo WS\{t} lorsque ces deux classes ne sont pas dis-
jointes. Notons que si w appartient a` uWS\{s} ∩ vWS\{t} , alors wWS\{s,t} est
contenu dans uWS\{s} ∩ vWS\{t} . La convexite´ des sous-groupes spe´ciaux en-
traˆıne alors que wWS\{s,t} est e´gal a` uWS\{s} ∩ vWS\{t} . Ainsi, les areˆtes de
Ts,t correspondent bijectivement aux classes de W modulo WS\{s,t} .
Le groupe W agit sur Ts,t par multiplication a` gauche. Cette action est tran-
sitive sur les areˆtes de Ts,t , le stabilisateur de xs = WS\{s} est WS\{s} , le
stabilisateur de xt = WS\{t} est WS\{t} , et le stabilisateur de l’areˆte joignant
ces deux sommets est WS\{s,t} . Il re´sulte alors de la the´orie de Bass–Serre [29]
que Ts,t est un arbre.
Lemme 5.16 Vus dans P , les murs Mi−1 et Mi apparaissant dans le lemme
5.14 sont disjoints. Le mur Mi ne se´pare pas v
−
i−1.as de v
−
i . Enfin M1∩M(as) =
∅.
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Preuve Notons que v+i−1 et v
−
i ne peuvent eˆtre dans la meˆme classe modulo
WTs (sinon w ∈ Hn−1 ). Par W –homoge´ne´ite´, il suffit donc de montrer le
re´sultat suivant (lequel donne du meˆme coup la dernie`re partie du lemme).
Soient v− ∈ WS\{s} \WTs et M le mur d’une re´flexion u de WTs ne coupant
pas GS\{s} . Alors M est disjoint du mur M
′ transverse a` v−.as .
Puisque v− 6∈ WTs , il existe un t ∈ S tel que ms,t = ∞ et v
− 6∈ WS\{t} . Nous
raisonnons en conside´rant l’action de W sur l’arbre Ts,t .
D’abord, dire que M ∩ GS\{s} = ∅, c’est dire que u 6∈ WS\{s} . Autrement dit,
u.xs 6= xs . De meˆme, si u
′ est la re´flexion par rapport a` M ′ , on a u′.xs 6= xs .
Soit yt la classe a` gauche de v
− modulo WS\{t} . Alors u
′.yt = yt . D’autre
part, comme Ts ⊂ S \ {t}, on a aussi u.xt = xt .
Enfin, yt 6= xt , et xs est lie´ dans Ts,t a` xt et yt .
xs
yt=u
′.ytu.xt=xt
u.xs u
′.xs
Donc le produit u′u agit comme une translation non triviale de l’arbre Ts,t , et
est ne´cessairement d’ordre infini. Or, si les murs des deux re´flexions u et u′ se
coupaient dans P , le produit u′u aurait un point fixe, donc devrait eˆtre d’ordre
fini (l’action de W sur P est propre).
En fait, non seulement M∩M ′ = ∅, mais de plus M ′ ne se´pare pas 1 d’une areˆte
a transverse a` M et contenue dans GTs (ce qui ache`ve de prouver le lemme).
Car si c’e´tait le cas, par convexite´, M ′ serait transverse a` une areˆte a′ de GTs ,
et u′ serait une re´flexion de WTs . Donc u
′ fixerait xt . Comme u
′ fixe de´ja` yt ,
elle fixerait l’unique sommet de type s lie´ a` la fois a` xt et a` yt , c’est a` dire xs .
Or nous avons vu que ce n’e´tait pas le cas.
Proposition 5.17 H est disjoint de A.
Preuve Si w ∈ H , appliquons le lemme 5.14 pour trouver une suite s =
v−0 , v
−
1 , . . . , v
−
n−1, v
−
n = w et une suite de murs M0 = Ms,M1, . . . ,Mn−1 tels
que Mi se´pare v
−
i de v
−
i+1 et Mi est transverse a` v
−
i .as . D’apre`s le lemme
5.16, les murs Mi et Mi+1 sont disjoints, et Mi+1 ne se´pare pas v
−
i+1 de Mi
(voir figure 6). Soit Ai la moitie´ de W de´finie par Mi contenant v
−
i . Il est
maintenant imme´diat que la suite des moitie´s Ai est (strictement) croissante,
avec A0 = A, et w 6∈ An−1 . Donc w 6∈ A.
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5.4 Exemples de complexes polye´draux pairs CAT(−1)
(1) Soient k un entier pair avec k ≥ 4, et L le graphe d’incidence d’un plan
projectif sur un corps fini, ou plus ge´ne´ralement n’importe quel immeuble e´pais
fini de rang 2 ve´rifiant la condition de Moufang (voir [27]). Cette condition
(plus le fait que L soit e´pais) implique en particulier que le fixateur de l’e´toile
d’un sommet de L est non trivial. Donc Aut+(A(k, L)) est non trivial, de`s que
W (k, L) est hyperbolique (au sens de Gromov), c’est-a`-dire si k ≥ 6 ou k = 4
et L n’est pas de type A1 × A1 . Ceci concerne donc l’immeuble de Bourdon
Ip,q , avec p pair, p ≥ 6 et q ≥ 3.
(2) E´tant donne´ un polye`dre pair C , nous allons montrer comment construire
un complexe polye´dral pair CAT(−1) ayant un gros groupe d’automorphismes,
et dont toute cellule maximale est isomorphe (combinatoirement) a` C .
Proposition 5.18 Pour tout polye`dre pair C , il existe un complexe polye´dral
pair localement compact CAT(−1), dont les cellules maximales sont combina-
toirement isomorphes a` C , admettant un groupe discret cocompact d’auto-
morphismes, et dont le groupe des automorphismes engendre´ par les fixateurs
stricts de murs propres est non de´nombrable. Si C n’est pas combinatoirement
un produit, alors on peut de plus supposer que tous les murs sont propres.
Preuve Soit (W,S) le syste`me de Coxeter fini associe´ a` C par la proposition
4.1. Conside´rons une fonction n de S dans l’ensemble des entiers strictement
positifs, telle que, si n(s) > 1 et n(t) > 1, on a ms,t > 2 (c’est-a`-dire s et t
sont lie´s par une areˆte dans le graphe de Coxeter de (W,S)). Nous noterons
Kn le sous-graphe complet du graphe de Coxeter de (W,S) dont les sommets
s ve´rifient n(s) > 1. Remarquons que par le the´ore`me de classification des
syste`mes de Coxeter fini (voir par exemple [5, p.193]), Kn est re´duit a` un seul
sommet ou a` une seule areˆte.
De´finissons (W,S), l’unique syste`me de Coxeter tel qu’il existe une application
τ : S → S avec
i) τ−1({s}) posse`de n(s) e´le´ments;
ii) si s 6= t, ou bien τ(s) = τ(t), et dans ce cas ms,t = ∞, ou bien τ(s) 6=
τ(t), et dans ce cas ms,t = mτ(s),τ(t) .
Il est imme´diat que τ s’e´tend en un homomorphisme de groupes de W dans
W , et est injective sur les parties T de S telles que W T est fini. Donc les sim-
plexes du nerf fini de (W,S) sont les parties de S sur lesquelles τ est injective.
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Figure 7: Exemple de syste`me de Coxeter hyperbolique non rigide
Les permutations de S laissant τ invariante donnent des automorphismes de
(W,S). Si on suppose que n atteint une valeur supe´rieure ou e´gale a` 3, on en
de´duit que (W,S) n’est pas rigide.
Montrons que (W,S) est hyperbolique. Si ce n’est pas le cas, d’apre`s Moussong,
(W,S) contient un sous-groupe spe´cial affine de rang au moins 3, ou bien
deux sous-groupes spe´ciaux infinis qui commutent. Dans le premier cas, τ
est ne´cessairement injective sur le sous-groupe spe´cial (car le graphe d’un tel
syste`me de Coxeter ne contient pas d’∞), donc (W,S) est infini, contradiction.
Dans le deuxie`me cas, un argument analogue au pre´ce´dent montre qu’il existe
s1 , s2 , t1 et t2 tels que ms1,s2 = mt1,t2 =∞ et msi,tj = 2 pour tous i, j = 1, 2.
Mais alors τ(s1) = τ(s2) commute avec τ(t1) = τ(t2), en contradiction avec
l’hypothe`se de de´part sur n.
Enfin, notons P (C,n) la re´alisation ge´ome´trique de Davis–Moussong de (W,S).
Alors les cellules maximales de P (C,n) correspondent aux sous-groupes spe´c-
iaux finis maximaux de (W,S), lesquels sont tous isomorphes a` (W,S). Donc
toutes les cellules maximales de P (C,n) sont isomorphes a` C .
Supposons (W,S) irre´ductible. Par classification, son graphe de Coxeter con-
tient au plus une areˆte ayant un label pair. Alors il existe une application n telle
que n(s) ≥ 3 si s appartient a` Kn , et telle que s’il existe une areˆte de label pair
(diffe´rent de 2), alors Kn consiste en cette areˆte. Rappelons que si deux som-
mets d’un graphe de Coxeter peuvent eˆtre joints par un chemin d’areˆtes dont
tous les labels sont impairs, alors les deux re´flexions correspondantes sont con-
jugue´es dans le groupe de Coxeter (voir [5]). Donc toute re´flexion de (W,S)
est conjugue´e a` un e´le´ment de τ−1(Kn). Or le mur de toute re´flexion dans
τ−1(Kn) est propre. Par conse´quent, tout mur est propre.
Par exemple, lorsque C est le polygone a` p = 2k coˆte´s et n est constante e´gale
a` q ≥ 3, le polye`dre P (C,n) est l’immeuble de Bourdon Ip,q .
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Lorsque C est un cube de dimension 3, P (C,n) est le produit d’un arbre
re´gulier par un carre´.
Lorsque C est le polye`dre pair du groupe H3 , de´finissons H3 comme dans la
figure pre´ce´dente. Alors toutes les 2–faces de P (C,n) sont contenues dans 3
copies de C , sauf les de´cagones, qui ne sont contenus que dans une copie de C .
5.5 Automorphismes pre´servant le type de complexes polye´-
draux pairs
Dans toute cette section, P est un complexe polye´dral pair CAT(0) dont toutes
les cellules maximales (appele´es chambres par la suite) sont isome´triques a` une
cellule C fixe´e (par exemple, P est un (k, L)–complexe, au sens de [23, 4], voir
aussi [3]). La codimension des faces de P est maintenant bien de´finies.
De´finition 5.19 Une fonction type de P dans C est une application polye´-
drale τ : P → C dont la restriction a` chaque chambre de P est une isome´trie.
Exemples (1) Supposons que C soit une cellule paire de l’espace Eχ a` cour-
bure constante χ ≤ 0, dont les faces de codimension 1 font des angles die`dres
de la forme πn , avec n ≥ 2. Alors, par le the´ore`me de Poincare´ (voir par exem-
ple [24]), le sous-groupe W (C) des isome´tries de Eχ engendre´ par les re´flexions
par rapport aux faces de codimension 1 de C est discret, et le quotient de Eχ
par W (C) s’identifie naturellement a` C . Cela signifie que le pavage P (C) de
Eχ donne´ par les wC , avec w ∈W (C), admet une fonction type dans C .
(2) Plus ge´ne´ralement, tout immeuble P dont les appartements sont isome´tri-
ques a` P (C) admet une fonction type (on fixe une certaine copie A0 de P (C)
dans P , ainsi qu’une certaine chambre C0 de A0 , puis on conside`re la re´traction
de P sur A0 base´e en C0 , et on la compose par une quelconque fonction type
sur A0 ).
(3) Enfin, un arbre quelconque admet toujours une fonction type a` valeur dans
l’une de ses areˆtes.
Appelons galerie de P toute suite de chambres (C0, C1, . . . , Cn) telles que Ci∩
Ci+1 contient une cellule de codimension 1. Nous laissons au lecteur le soin de
de´montrer la proposition suivante, qui ne servira pas dans ce texte.
Proposition 5.20 Supposons que deux chambres de P sont jointes par au
moins une galerie. Deux fonctions de type e´gales sur une chambre C0 de P
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sont e´gales. S’il est non vide, l’ensemble des fonctions types sur P s’identifie
avec l’ensemble (fini) des isome´tries de C0 sur C . Dans ce cas, le link d’une
face de codimension 2 de P est biparti.
Re´ciproquement, si P est de dimension 2 avec 2-cellules re´gulie`res, et si le link
de chaque sommet de P est un graphe biparti connexe, alors l’ensemble des
fonctions types sur P est non vide.
A partir de maintenant, nous supposerons que P admet une fonction type dans
un polye`dre pair C , et que deux chambres quelconques de P sont jointes par
une galerie.
De´finition 5.21 Nous noterons Aut0(P ) le noyau de l’action par pre´compos-
ition du groupe Aut(P ) sur l’ensemble des fonctions types de P dans C . Nous
dirons que ses e´le´ments pre´servent le type.
Remarque Si C ′ est isomorphe a` C , un e´le´ment de Aut(P ) pre´serve le
type dans C si et seulement s’il pre´serve le type dans C ′ . C’est ce qui jus-
tifie l’omission de C dans la notation Aut0(P ). Remarquons que Aut0(P ) est
d’indice fini dans Aut(P ).
Notons AutF (P ) le sous-groupe caracte´ristique de Aut(P ) engendre´ par les
fixateurs de facettes (au sens de la de´finition 5.10). Ses e´le´ments seront ap-
pele´s F -automorphismes. Notons G0 et G1 les sous-groupes de G = Aut(P )
engendre´s par les intersections avec AutF (P ) des fixateurs de chambres d’une
part, et des fixateurs de cellules de codimension 1 d’autre part.
Il est clair que G0 ⊂ G1 ⊂ AutF (P ). Si M est un mur propre de P , son fixateur
strict est dans G0 . Donc Aut
+(P ) est contenu dans G0 . Si f ∈ Aut(P ) fixe
une face F de codimension 1 et envoie une chambre C2 contenant F sur C1 ,
alors f |C2 commute avec la fonction type de P restreinte a` C1 et a` C2 . Par
connexite´ par galeries de P , f pre´serve alors le type. Donc G1 ⊂ Aut0(P ). En
re´sume´, Aut+(P ) ⊂ G0 ⊂ G1 ⊂ Aut0(P )∩ AutF (P ).
Introduisons des proprie´te´s de transitivite´, globales ou locales:
(T0) L’action de G0 sur l’ensemble des chambres de P est transitive.
(T1) L’action de G1 sur l’ensemble des chambres de P est transitive.
(TL1) Pour toute face σ de codimension 1, le fixateur de σ dans AutF (P )
agit transitivement sur les chambres contenant σ .
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(TL0) Pour toute face σ de codimension 1, le sous-groupe de Fix(σ)∩AutF (P )
engendre´ par les Fix(σ)∩AutF (P )∩Fix(C), ou` C est une chambre de
P , agit transitivement sur les chambres contenant σ .
Il est imme´diat que (T0) implique (T1) et (TL0) implique (TL1). D’autre part:
Lemme 5.22 Pour i = 0, 1, la condition (TLi) implique (Ti), qui implique
que Gi = Aut0(P ) ∩AutF (P ).
Preuve La premie`re implication de´coule de la connexite´ par galerie de l’en-
semble des chambres de P . La deuxie`me de ce qu’un e´le´ment de Aut0(P )
pre´servant une chambre la fixe ne´cessairement.
Si a et b sont deux areˆtes adjacentes a` un sommet x0 et contenues dans un
meˆme polygone de P , nous noterons ma,b la moitie´ du nombre de coˆte´s de
ce polygone. Nous obtenons ainsi une fonction de l’ensemble des areˆtes de
lk(x0, P ) dans l’ensemble des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2. Il est clair qu’un
automorphisme f de P envoie la fonction m du sommet x0 sur la fonction
m du sommet f(x0). Nous noterons Gx0 le groupe des automorphismes de
(lk(x0, P ),m) engendre´ par les fixateurs de facettes de lk(x0, P ). Remarquons
que si P est de dimension 2, alors m est constant (car tous les polygones ont
le meˆme nombre de coˆte´s).
Voici maintenant deux proprie´te´s de prolongement:
(P0) Pour tout sommet x0 de P , tout e´le´ment de Gx0 s’e´tend a` P .
(P+) Pour tout sommet x0 de P , tout e´le´ment de Gx0 fixant une facette
(voir de´finition 5.10) φ (transverse a` une areˆte issue de x0 ) s’e´tend a`
P en un automorphisme fixant le mur M passant par φ et fixant toute
la moitie´ de P de´finie par M et ne contenant pas x0 .
Nous avons maintenant des conditions permettant d’identifier Aut+(P ) et
Aut0(P ) ∩AutF (P ), dans le cas ou` P est de dimension 2.
Proposition 5.23 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0) de dimension
2 admettant un type et dont deux chambres sont jointes par au moins une
galerie.
(1) Supposons que, pour tout sommet x0 de P , le stabilisateur dans Gx0
d’un sommet de lk(x0, P ) agit transitivement sur les areˆtes issues de ce
sommet. Si P ve´rifie (P0), alors Aut0(P ) ∩AutF (P ) = G1 .
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(2) Supposons que, pour tout sommet x0 de P , pour toute areˆte a issue de
x0 , l’ensemble E(a) des polygones de P contenant a est de cardinal au
moins trois, et que pour tout polygone c contenant a, le stabilisateur
dans Gx0 de c agit transitivement sur E(a)\{c}. Si P ve´rifie (P0), alors
G0 = G1 = Aut0(P ) ∩AutF (P ).
(3) Supposons que, pour tout sommet x0 de P , toute areˆte c de lk(x0, P ),
et tout f ∈ Gx0 fixant c, on a une de´composition f = f1 ◦ f2 , ou` f1 ∈
Gx0 fixe toute une facette de lk(x0, P ) contenant une extre´mite´ de c, et
f2 ∈ Gx0 fixe toute la facette de lk(x0, P ) contenant l’autre extre´mite´ de
c. Supposons que la restriction d’un F -automorphisme fixant un sommet
x0 a` lk(x0, P ) est dans Gx0 . Si P ve´rifie (P
+) et si tous ses murs sont
propres, alors Aut+(P ) = G0 .
Preuve Pour la premie`re assertion, il suffit de remarquer que l’hypothe`se, plus
la proprie´te´ (P0), entraˆınent la proprie´te´ (TL1). On applique alors le lemme
5.22 pre´ce´dent.
Pour la deuxie`me, par le lemme 5.22, il suffit de ve´rifier que P satisfait (TL0).
Soit a une areˆte de P contenues dans deux polygones c1, c2 . Fixons un som-
met x0 de a et un troisie`me polygone c contenant a distinct de c1, c2 . Par
hypothe`se, soit f dans Gx0 fixant c et envoyant c1 sur c2 . La proprie´te´ (P0)
permet d’e´tendre f en un F -automorphisme de P , qui fixe a et c, et envoie
c1 sur c2 , ce qui montre (TL0).
Montrons la troisie`me assertion. Comme Aut+(P ) est contenu dans le groupe
engendre´ par les fixateurs de chambres, il suffit de montrer que pour toute
chambre C de P , le groupe Fix(C) est contenu dans Aut+(P )∩AutF (P ). En
fait, nous allons montrer que si f est dans Fix(C) et si a et b sont deux areˆtes
du polygone C adjacentes en un sommet x0 , alors il existe fa et f b fixant
strictement les murs M(a) et M(b) tels que f = f b ◦ fa .
Affirmation 1 Il existe un automorphisme f b de P fixant M(b) et toute la
moitie´ de P de´finie par M(b) ne contenant pas x0 , tel que f co¨ıncide avec f b
sur l’ensemble des chambres de P contenant l’areˆte a.
Preuve L’automorphisme f fixe x0 et C , donc induit un automorphisme f
de Gx0 fixant l’areˆte c entre les sommets du link correspondant aux areˆtes
a et b de P . Vu l’hypothe`se sur P , il existe fa et fb dans Gx0 tels que
f = fb ◦ fa . D’apre`s (P
+), on peut prolonger ces deux automorphismes locaux
en e´le´ments fa et f b fixant strictement les murs M(a) et M(b) (ainsi que
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les moitie´s convenables). Maintenant l’e´galite´ f = f b ◦ fa sur l’e´toile de x0
entraˆıne f = f b sur l’ensemble des chambres de P contenant l’areˆte a, puisque
fa agit trivialement sur cet ensemble.
Appelons galerie ge´ode´sique de M(a) d’origine (C, a) toute galerie sans re´pe´-
tition (C0, C1, . . . , Cn) telle que C0 = C , C0 ∩ C1 = a, l’areˆte Ci ∩ Ci+1 est
paralle`le a` a et distincte de ai−1 . Comme M(a) est un arbre, deux galeries
ge´ode´siques de M(a) d’origine (C, a) et de meˆmes extre´mite´s sont e´gales. Nous
noterons δ(Cn) la longueur n de cette galerie. Soit alors B
+
n (C) l’ensemble
des polygones C ′ de P qui sont extre´mite´s d’une galerie ge´ode´sique de M(a)
x0
b
a
b(C1) b(C
′)
C
A(C′)
Cn=C
′ a(C′)a(C1)C1
d’origine (C, a) de longueur au plus n. Nous noterons a(C) l’areˆte a; pour
C ′ ∈ B+n (C), avec δ(C
′) = n > 0, soit a(C ′) l’areˆte de C ′ paralle`le a` a, non
contenue dans un polygone de B+n−1(C). Nous pouvons ensuite de´finir b(C
′)
comme l’areˆte de C ′ adjacente a` a(C ′), non se´pare´e de b par M(a) =M(a(C ′)).
Soient enfin A(C ′) la moitie´ ferme´e de P de´finie par M(b(C ′)) ne contenant
pas a(C ′), et B+(C) l’union des B+n (C).
Affirmation 2 Les murs M(b(C ′)) sont deux a` deux disjoints; la moitie´ A(C ′)
contient strictement le mur M(b(C ′′)) (donc la chambre C ′′ ), de`s que la galerie
ge´ode´sique de M(a) d’origine (C, a) et d’extre´mite´ C ′′ ne passe pas par C ′ .
Preuve Prouvons d’abord que M(b(C ′)) ∩M(b(C ′′)) = ∅, lorsque C ′ et C ′′
sont deux chambres de B+(C) telles que C ′ ∩ C ′′ est une areˆte, et δ(C ′) 6=
δ(C ′′). Nous pouvons supposer les notations telles que l’areˆte a′ commune
a` C ′ et C ′′ est l’areˆte a(C ′) (autrement dit, δ(C ′) < δ(C ′′)). Pour alle´ger,
nous notons alors a′′ , b′ et b′′ les areˆtes a(C ′′), b(C ′) et b(C ′′). Pour voir que
M(b′) ∩M(b′′) = ∅, il suffit de voir que les deux murs ont une perpendiculaire
commune (dans C ′ ∪ C ′′): l’ine´galite´ CAT(0) permet alors de conclure.
Soient m le milieu de a′ , et p′ (resp: p′′ ) la projection orthogonale de m sur
M(b′) (resp: M(b′′)). Alors p′ s’obtient comme l’intersection avec M(b′, C ′)
de la ge´ode´sique de C ′ joignant m a` son image par σ(b′, C ′). En particulier,
P ′ est a` l’inte´rieur de C ′ , et p′′ 6= p′ . Il reste a` montrer que la ge´ode´sique de
P joignant p′ et p′′ passe par m.
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b
C1
C0=Ca
a′
a′′
b′ b′′
C′ C
′′
m
p′
p′′
M(b′) M(b′′)
La re´union de C ′ et C ′′ admet deux re´flexions orthogonales: σa′ qui e´change
les extre´mite´s de a′ , et ρa′ qui fixe a
′ en e´changeant les deux chambres C ′ et
C ′′ (rappelons que P admet un type). Il est alors imme´diat que la syme´trie
centrale ρa′ ◦ σa′ envoie M(b
′, C ′) sur M(b′′, C ′′) en fixant m, donc envoie le
segment le m a` p′ sur le segment de m a` p′′ , de sorte que l’union de ces deux
segments est encore une ge´ode´sique.
Il est maintenant clair que, si (C0, C1, . . . , Cn) est une galerie ge´ode´sique de
M(a) d’origine (C, a), la suite des demi-espaces ferme´s A(Ci) est strictement
croissante. En particulier, A(Cn) contient strictement les murs M(b(Ci)), pour
0 ≤ i < n.
Montrons maintenant que M(b(C ′)) ∩M(b(C ′′)) = ∅, lorsque C ′ et C ′′ sont
deux chambres de B+(C) telles que C ′ ∩ C ′′ est une areˆte, et δ(C ′) = δ(C ′′).
Dans ce cas, l’areˆte a− formant C
′ ∩ C ′′ est oppose´e a` a(C ′) et a(C ′′) dans
C ′ et C ′′ respectivement. Il existe alors deux areˆtes b′− et b
′′
− de C
′ et C ′′ ,
oppose´es a` b(C ′) et b(C ′′) respectivement, donc adjacentes a` a− en un sommet
x, avec M(b′−) =M(b(C
′)) et M(b′′−) =M(b(C
′′)).
a−
b′−
b′′−
C′
C′′
C1C0=C
b(C′′)
a(C′′)
a(C′)
x
←− b(C′)
Pour montrer que ces deux murs sont disjoints, on exhibe la` aussi une perpen-
diculaire commune. Auparavant, on modifie la me´trique CAT(0) sur P , en
rendant tous les polygones de P re´guliers a` angle droit (donc hyperboliques,
sauf si au de´part on avait des carre´s). La nouvelle me´trique est bien encore
CAT(0) (et meˆme souvent CAT(−1)), puisque tous les links de P sont des
graphes bipartis (P admet un type), donc ont des circuits de longueur au moins
4. Alors b′− ∪ b
′′
− est ge´ode´sique meˆme en x, et perpendiculaire aux deux murs.
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Il est alors e´vident que A(C ′) contient strictement la moitie´ ferme´e de P de´finie
par M(b(C ′′)) et contenant a(C ′′) (i.e. dont la re´union avec A(C ′′) est P en-
tier).
C′
C′′
C
g′
g′′
g(C′, C′′)
Pour achever la preuve de l’affirmation, soient C ′ et C ′′ deux chambres dis-
tinctes de B+(C), telles que la galerie ge´ode´sique de M(a) d’origine (C, a) et
d’extre´mite´ C ′′ ne passe pas par C ′ . Si g′ et g′′ sont les galeries ge´ode´siques
de M(a) d’origine (C, a) et d’extre´mite´ C ′ et C ′′ respectivement, la galerie
g(C ′, C ′′) obtenue a` partir de g′−1.g′′ en oˆtant les re´pe´titions permet, compte
tenu des re´sultats pre´liminaires ci-dessus, de construire une suite strictement
de´croissante de moitie´s ferme´es dont la premie`re est A(C ′) et la dernie`re est la
moitie´ comple´mentaire de A(C ′′). Ceci conclut.
Revenons a` la preuve de la proposition. Pour f ∈ Fix(C) ∩ AutF (P ), sup-
posons avoir construit f
n
b fixant strictement le mur M(b), et co¨ıncidant avec
f sur chaque chambre de B+n (C) (c’est vrai pour n = 1, d’apre`s l’affirmation
1). Alors (f
n
b )
−1 ◦ f agit trivialement sur chaque chambre de B+n (C). Soient
C1, . . . , Ck les chambres de B+(C) avec δ(Ci) = n. En appliquant l’affirmation
1 a` la chambre C1 , aux areˆtes a(C1) et b(C1), on trouve f
1
fixant toute la
moitie´ A(C1) et co¨ıncidant avec (f
n
b )
−1 ◦ f sur l’ensemble des chambres con-
tenant a(C1). D’apre`s l’affirmation 2, f
1
fixe strictement le mur M(b), agit
trivialement sur toutes les chambres de B+n (C), et meˆme sur les chambres de
B+(C) adjacentes a` C2, C3, . . . ou Ck . Alors (f
1
)−1 ◦ (f
n
b )
−1 ◦ f agit triv-
ialement sur chaque chambre de B+n (C), et sur chaque chambre contenant
a(C1). En re´utilisant les affirmations 1 et 2, on trouve des automorphismes
f
2
, f
3
, . . . , f
k
fixant tous strictement M(b), tels que f
n+1
b = f
n
b ◦f
1
◦f
2
◦. . .◦f
k
agit comme f sur B+n+1(C). L’automorphisme f
n+1
b fixe strictement M(b) et
co¨ıncide avec f sur chaque chambre de B+n+1(C). En ite´rant ce processus, et
quitte a` extraire une sous-suite convergente, on trouve a` la limite un f
+
b fixant
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strictement le mur M(b) et co¨ıncidant avec f sur chaque chambre de B+(C).
On peut imposer que f
+
b fixe point par point la moitie´ de P de´finie par M(b)
et ne contenant pas a.
En appliquant la construction pre´ce´dente sur l’autre moitie´ de M(b), on trouve
un f
−
b co¨ıncidant avec f sur chaque chambre de B
−(C), et fixant point par
point la moitie´ de P de´finie par M(b) et contenant a. Si on pose f b = f
+
b ◦ f
−
b
et fa = (f b)
−1 ◦ f , on a f = f b ◦ fa , avec f b fixant strictement le mur M(b),
et fa fixant strictement le mur M(a).
Soit k un entier pair au moins 4 et L un graphe fini de maille au moins 5 si
k = 4 et 4 si k ≥ 6. Pour tout bloc B de A(k, L) (au sens de la de´finition 5.10),
notons FB le sous-groupe caracte´ristique des automorphismes de B engendre´
par les fixateurs de facettes dans B . En fait, si x est le centre du bloc B , alors
FB = Gx avec les notations pre´ce´dant la proposition 5.23. Remarquons que
W (k, L) est un sous-groupe de AutFA(k, L).
Lemme 5.24 Soit B0 un bloc de A(k, L). Si ρ = ρB0 de´signe le morphisme
de restriction de Stab(B0,AutA(k, L)) dans Aut(B0), alors
ρ(Stab(B0,AutFA(k, L))) = FB0 .
Preuve Pour tout bloc B de A(k, L), notons FB l’image re´ciproque de FB
par ρB . Par le prolongement W (k, L)-e´quivariant (voir les remarques avant la
de´finition 5.10), on a ρB(FB) = FB .
D’autre part, si FB est le stabilisateur de B dans AutFA(k, L), alors FB ⊂
FB . En effet, si ϕˆ ∈ FB , par de´finition ρB(ϕˆ) s’e´crit ρB(ϕˆ) = ϕ1 · · ·ϕn , ou` les
ϕi sont des automorphismes de B fixant une facette de B . Comme ρB(FB) =
FB , il existe ϕˆ1, · · · , ϕˆn e´le´ments de FB prolongeant les ϕi . On a donc ϕˆ =
ϕˆ1 · · · ϕˆnε, ou` ε vaut l’identite´ sur B . Chaque terme de la de´composition fixant
une facette de B , on a ϕˆ ∈ AutFA(k, L).
Pour montrer l’inclusion re´ciproque FB0 ⊃ FB0 , introduisons le sous-groupe
H de AutA(k, L) engendre´ par W (k, L) et FB0 . Nous allons d’abord montrer
que H = AutFA(k, L), puis que Stab(B0,H) = FB0 , ce qui ache`vera la preuve
du lemme.
D’abord, comme FB0 ⊂ FB0 et W (k, L) ⊂ AutF (A(k, L)), on a bien H ⊂
AutFA(k, L). Re´ciproquement si f est un automorphisme de A(k, L) fix-
ant une facette φ, il existe w dans W (k, L) tel que w(φ) ⊂ B0 . Alors
l’automorphisme wfw−1 fixe une facette φ′ de B0 . Si s de´signe la re´flexion de
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W (k, L) par rapport au mur passant par cette facette, il existe un k ∈ {0, 1}
tel que skwfw−1 pre´serve B0 et fixe une facette φ
′ de B0 , donc est dans FB0 .
Ainsi f ∈ H , et H contient AutFA(k, L).
Montrons maintenant que Stab(B0,H) = FB0 , c’est-a`-dire Stab(B0,H) ⊂
FB0 . Si nous ve´rifions que tout h ∈ H peut s’e´crire h = wf , avec w ∈W (k, L)
et f ∈ FB0 , alors on aura h(B0) = B0 implique w = 1, donc h ∈ FB0 .
Pour e´tablir que H co¨ıncide avec l’ensemble H ′ des automorphismes f de
A(k, L) tels que w−10 f ∈ FB0 , pour w0 l’unique e´le´ment de W (k, L) tel que
w0(B0) = f(B0), introduisons l’ensemble H
′′ des automorphismes f de A(k, L)
tels que, pour tout bloc B , w−1f ∈ FB , avec w l’unique e´le´ment de W (k, L)
tel que w(B) = f(B). Il est clair que H ′′ est un sous-groupe de H contenu
dans H ′ . Pour conclure, montrons que H ′′ = H . Comme W (k, L) ⊂ H ′′ , il
suffit de montrer que FB0 ⊂ H
′′ , ce qui de´coule de l’affirmation suivante: si
w−11 f est dans FB1 et si B1 ∩ B2 est une facette φ, alors w
−1
2 ◦ f est dans
FB2 (avec wi(Bi) = f(Bi) = B
′
i ). Pour voir ceci, soit s (resp. s
′) la re´flexion
de W (k, L) e´changeant B1 et B2 (resp. B
′
1 et B
′
2 ), alors w2 = s
′w1s. Posons
εi = w
−1
i f . Par hypothe`se sur l’automorphisme f , on a ε1 est dans FB1 . Donc
sε1s est dans FB2 . Or (sε1s)
−1ε2 = sf
−1w1ssw
−1
1 s
′f = sf−1s′f . Ce dernier
automorphisme fixe la facette φ et pre´serve le bloc B2 , donc est lui aussi dans
FB2 , ce qui conclut.
Appelons facette de L l’e´toile d’un sommet de L dans la subdivision barycen-
trique L′ . Soit F le sous-groupe caracte´ristique de Aut(L) engendre´ par les
fixateurs de facettes de L. Si L est le graphe biparti complet sur p+q sommets
avec p, q ≥ 3, alors Aut0(L)(≃ Sp × Sq) = F .
Corollaire 5.25 Le quotient de AutA(k, L) par son sous-groupe distingue´
AutFA(k, L) est isomorphe au quotient de Aut(L) par son sous-groupe dis-
tingue´ F .
Preuve Le groupe AutA(k, L) est transitif sur les sommets de A(k, L) car
W (k, L) l’est. Donc pour tout sommet x0 , centre du bloc B0 , le quotient
AutA(k, L)/AutFA(k, L) est isomorphe a` Fix x0/Fix x0 ∩ AutFA(k, L). Par
restriction, on a un morphisme Fix x0 → Aut(B0), qui est surjectif par le
paragraphe pre´ce´dant la de´finition 5.10. Son noyau est contenu dans Fix x0 ∩
AutFA(k, L). De plus, par le lemme pre´ce´dent, l’image de Fix x0∩AutFA(k, L)
est exactement FB0 . Donc Fix x0/Fix x0∩AutFA(k, L) est isomorphe au quo-
tient Aut(B0)/FB0 .
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Soit G un groupe de Chevalley fini de rang 2, sur le corps fini K , de syste`me
de racines Φ, de racines fondamentales α1, α2 , de racines positives Φ
+ et de
groupes de racines
Xα = {xα(t) / t ∈ K}
pour α ∈ Φ. Nous utiliserons les notations de [12]. En particulier, U est
le sous-groupe de G engendre´ par les racines positives. On a un morphisme
h : Hom(Zα1 ⊕ Zα2,K
×) → Aut(G) qui, a` un caracte`re χ du re´seaux des
racines a` valeurs dans le groupe multiplicatif de K , associe l’automorphisme de
G induit par l’automorphisme
h(χ) : xα(t) 7→ xα(χ(α)t)
sur chaque groupe de racine de G. On rappelle (voir [12]) que G est sans
centre, est engendre´ par les groupes de racines Xα , et que chaque racine est
combinaison line´aire a` cœfficients entiers (tous du meˆme signe) de α1, α2 .
On identifie G a` son image dans Aut(G) par les automorphismes inte´rieurs.
On note Ĥ l’image de h, H = G ∩ Ĥ et B = UH . Il existe alors (voir
[12, page 101]) un sous-groupe N de G tel que (B,N) est une BN-paire de
G. Soit L le m-gone ge´ne´ralise´ associe´ a` cette BN-paire, muni de son action
de G, de sa chambre fondamentale c de fixateur B , et de son appartement
fondamental Σ de fixateur H [12, page 102]. On identifie Φ avec l’ensemble
des demi-appartements de Σ, de sorte que Φ+ corresponde a` ceux contenant
c, et que Xα soit le fixateur de la re´union de α et des areˆtes de L rencontrant
α en un sommet inte´rieur de α.
Notons que Ĥ pre´serve chaque groupe de racine Xα . Par conse´quent, il agit
sur L en fixant Σ (et en particulier en pre´servant le type). Pour i = 1, 2,
notons xi le sommet de c appartenant au bord de αi , ci la chambre de Σ
adjacente a` c en xi , et φi la facette de L de centre xi . Les areˆtes de φi sont
les moitie´s contenant xi des chambres disjointes {c} ∪ {xαi(t)ci / t ∈ K}, car
Xαi agit simplement transitivement sur l’ensemble des chambres contenant xi
diffe´rentes de c. Tout caracte`re χ : Zα1⊕Zα2 → K
× s’e´crit comme un produit
de caracte`res χ1χ2 avec χi valant 1 sur αi . Comme h est un morphisme, on a
donc h(χ) = h(χ1)h(χ2). De plus h(χi) fixe φi par la description pre´ce´dente.
Proposition 5.26 Si F est le sous-groupe caracte´ristique de Aut(L) engendre´
par les fixateurs de facettes de L, alors
(1) F = GĤ ,
(2) Le fixateur FixF (c) de c dans F est UĤ ,
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(3) Aut0(L)/F est isomorphe au groupe Aut(K) des automorphismes du
corps K .
Preuve (1) D’apre`s les rappels pre´ce´dents, l’inclusion de GĤ dans F est
claire. Soit φ une facette de L et f un automorphisme de L fixant φ. On veut
montrer que f appartient a` GĤ . Quitte a` composer a` gauche par un e´le´ment
de G, on peut supposer que f fixe Σ et l’une des facettes φ1 ou φ2 , disons φ1 .
Comme f pre´serve φ2 en fixant c et c2 , on peut e´crire
f(xα2(1)c2) = xα2(ξ)c2
pour un certain ξ dans K − {0}. Soit χ le caracte`re qui a` α1 associe 1 et a`
α2 associe ξ . Montrons alors que f = h(χ). Posons θ = h(χ)
−1f . C’est un
automorphisme de L fixant Σ, φ1 et xα2(1)c2 . Notons que θ normalise G, et
notons encore θ l’automorphisme de G induit. Alors θ pre´serve chaque Xα ,
θ(xα1(t)) = xα1(t) pour tout t ∈ K et θ(xα2(1)) = xα2(1). Il de´coule de la
preuve du the´ore`me 12.5.1 de [12, page 211] que l’ensemble des automorphismes
θ de G qui pre´servent chaque Xα , et fixent xαi(1) pour i = 1, 2, est un sous-
groupe de G isomorphe a` Aut(K), et que si de plus θ(xα1(t)) = xα1(t) pour
tout t ∈ K , alors θ vaut l’identite´.
(2) L’inclusion de UĤ dans FixF (c) est claire. Re´ciproquement, soit f dans
F fixant c. Alors f = gf̂ avec g ∈ G et f̂ ∈ Ĥ par (1). Comme f̂ fixe c, on
en de´duit que g fixe c. Or le fixateur de c dans G est B = UH , et comme
H ⊂ Ĥ , le re´sultat en de´coule.
(3) Il est clair que F est contenu et distingue´ dans Aut0(L). Soit θ ∈ Aut0(L).
Quitte a` le multiplier par un e´le´ment de G, on peut supposer que θ fixe Σ.
Quitte a` le multiplier par un e´le´ment de Ĥ , on peut supposer que θ fixe xαi(1)
pour i = 1, 2. Soit Z le fixateur dans Aut0(L) de Σ ∪ {xα1(1), xα2(1)}. On
a donc un isomorphisme entre Aut0(L)/F et Z/Z ∩ F . Or si f = gf̂ fixe Σ,
avec g ∈ G et f̂ ∈ Ĥ , alors g fixe Σ. Donc g appartient au fixateur de Σ
dans G, qui est H . Par conse´quent f ∈ Ĥ . Or un e´le´ment h(χ) de Ĥ fixant
xα1(1) et xα2(1) vaut l’identite´, car on aurait χ(α1) = 1 et χ(α2) = 1. D’ou`
Z ∩ F = {1}, ce qui montre le re´sultat, Z e´tant isomorphe a` Aut(K), d’apre`s
le dernier argument de (1).
Corollaire 5.27 Pour i = 1, 2, soit Fi le fixateur de la facette φi dans
Aut(L). Alors
FixF (c) = F1F2 = F2F1.
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Preuve L’e´galite´ F1F2 = F2F1 vient du fait que F1 et F2 fixent c = φ1 ∩ φ2
donc Fi pre´serve φ3−i . L’inclusion de F1F2 dans FixF (c) est claire. Pour
montrer l’inclusion inverse, comme FixF (c) = UĤ , il suffit de le faire pour U
et pour Ĥ . Or U est engendre´ par les Xα pour α racine positive, et un tel Xα
est contenu soit dans F1 , soit dans F2 . De plus, on a vu avant la proposition
5.26 que pour tout caracte`re χ, h(χ) = h(χ1)h(χ2) avec h(χi) fixant φi .
Corollaire 5.28 Si L est un m–gone ge´ne´ralise´ e´pais fini classique, alors le
groupe Aut0A(k, L) ∩ AutF (P ) des F -automorphismes pre´servant le type de
A(k, L), co¨ıncide avec le groupe Aut+A(k, L) des automorphismes de A(k, L)
engendre´ par les fixateurs stricts de murs propres, et est distingue´ dans
Aut0A(k, L), de quotient trivial si m = 2, et sinon isomorphe au groupe fini
des automorphismes de corps du corps fini de de´finition de L.
Preuve Nous allons ve´rifier les hypothe`ses de la proposition 5.23 (2) et (3)
pour montrer que Aut+A(k, L) = G0 = Aut0(P ) ∩AutF (P ). Puisque A(k, L)
est un immeuble, il admet un type. Puisque A(k, L) est la re´alisation ge´ome´t-
rique de Davis–Moussong d’un syste`me de Coxeter, il ve´rifie la proprie´te´ (P+).
Tous ses murs sont propres par le lemme 4.18. Par hypothe`se, L est e´pais et
de Moufang, et pour tout sommet x0 de A(k, L), le bord du bloc de centre x0
s’identifie avec L, donc l’hypothe`se de 5.23 (2) est ve´rifie´e.
Par le lemme 5.24, si ρ est le morphisme de restriction a` un bloc B0 de centre x0
des automorphismes de A(k, L) fixant x0 , alors l’image I par ρ du fixateur de
x0 dans AutFA(k, L) est exactement Gx0 . L’inclusion de Gx0 dans I montre
la proprie´te´ (P0) et l’inclusion re´ciproque montre la deuxie`me hypothe`se de
5.23 (3).
La premie`re hypothe`se de 5.23 (3) de´coule du corollaire 5.27 si m ≥ 3, et est
claire si m = 2.
Enfin, par le corollaire 5.25 et la proposition 5.26 (3) si m ≥ 3, le quotient
Aut0A(k, L)/Aut
+A(k, L) est isomorphe a` Aut(K).
6 Simplicite´ de groupes d’automorphismes d’espaces
a` murs
The´ore`me 6.1 Soient (X,M) un espace a` murs hyperbolique, de graphe as-
socie´ G , et G un groupe d’automorphismes de (X,M), dont l’action sur G
est non e´le´mentaire, d’ensemble limite e´gal a` ∂G . Supposons que G ve´rifie la
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condition (P). Soit G+ le sous-groupe de G engendre´ par les fixateurs stricts
de murs propres et H un sous-groupe distingue´ de G+ . Alors ou bien H est
contenu dans le noyau de l’action de G+ sur ∂G , ou bien H est e´gal a` G+ .
Corollaire 6.2 Si l’action de G+ sur ∂G est fide`le, alors G+ est simple.
Remarquons que le sous-groupe G+ est distingue´ dans G, et qu’il peut eˆtre
trivial.
Preuve Soit H un sous-groupe distingue´ non trivial de G+ . Supposons que
H n’est pas contenu dans le noyau de l’action de G+ sur ∂G . Rappelons que
X est le sous-ensemble des sommets de G .
Lemme 6.3 Pour tout demi-espace A avec ∂X \ ∂A non vide, il existe une
chaˆıne propre (Ai)i∈Z et un e´le´ment h dans H tels que A ⊂ A0 \A1 , h(Ai) =
Ai+1 pour tout i.
A
A1
U
V
X−A0
x
y
h
h+
h−
Figure 8: Construction de chaˆıne invariante par un e´le´ment hyperbolique
Preuve Puisque ΛG = ∂G n’a pas de point isole´ (G est non e´le´mentaire), et
par la condition (H), il existe (voir figure 8):
• x, y deux points distincts dans l’ouvert ∂X \ ∂A = (X \A)∩ ∂X de ∂X ,
• U, V deux ouverts disjoints de X , contenus dans X \ A et contenant
respectivement x, y ,
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• A1 un demi-espace contenu dans U , avec A1 un voisinage de x, et dont
le mur est propre.
Par une application double du lemme 2.1 (a` G+ ⊂ G et a` H ⊂ G+ ), les
couples des points fixes d’e´le´ments hyperboliques de H sont denses dans ∂2G .
Soit donc h un e´le´ment hyperbolique de H dont un point fixe au bord est
contenu dans l’inte´rieur de ∂A1 , et l’autre dans V . Quitte a` remplacer h
par une puissance suffisamment grande (en valeur absolue), pour que h(A1)
soit strictement contenu dans A1 et que h
−1(X \ A1) soit contenu dans V , la
suite de demi-espaces (hi−1(A1))i∈Z est une chaˆıne. Le lemme est alors facile a`
ve´rifier.
Lemme 6.4 Soient h ∈ H et C = (Ai)i∈Z une chaˆıne propre tels que h(Ai) =
Ai+1 pour tout i. Pour tout g ∈ G fixant strictement C , il existe f ∈ G
+ tel
que g = [h, f ].
Preuve On note [u, v] = uvu−1v−1 . Soient h, g comme dans l’e´nonce´. Si
u ∈ G fixe strictement les Mi = {Ai,X \ Ai}, notons ui la restriction de u a`
Ai \ Ai+1 . Alors g = [h, f ] si et seulement si, pour tout i ∈ Z,
gi = hfi−1h
−1f−1i
ou encore
fi = g
−1
i hfi−1h
−1.
Posons f0 la restriction a` A0 \ A1 de l’identite´ de G. Alors la relation de
re´currence ci-dessus (ou fi−1 = h
−1gifih pour les i strictement ne´gatifs) permet
de de´finir une application fi sur Ai \Ai+1 , qui est par re´currence restriction a`
Ai \Ai+1 d’un e´le´ment f˜i de G fixant strictement C . En effet, le fixateur strict
de C , qui contient f˜i−1 , est distingue´ dans le stabilisateur de C (qui contient
h). Par la proprie´te´ (P), il existe un e´le´ment f dans G fixant strictement
C , dont les restrictions sont les fi , et la remarque pre´liminaire montre que
g = [h, f ].
Par de´finition, le fixateur strict dans G d’une chaˆıne propre est contenu dans
G+ . Ceci conclut la preuve.
Corollaire 6.5 Le groupe H contient le fixateur strict dans G de tout mur
propre.
Preuve Soit M = {A,X \ A} un mur propre, donc tel que ∂X \ ∂A est non
vide. Soit g ∈ G fixant strictement M . Par le lemme 3.4, pour montrer que g
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appartient a` H , il suffit de le montrer en supposant de plus que g fixe (point par
point) X\A. Par le lemme 6.3, il existe h ∈ H et une chaˆıne propre C = (Ai)i∈Z
tels que h(Ai) = Ai+1 et A ⊂ A0 \A1 . En particulier g fixe strictement C . Par
le lemme 6.4, il existe f dans G+ tel que g = [h, f ] = h(fh−1f−1). Comme H
est distingue´ dans G+ , il contient g , d’ou` le re´sultat.
Le corollaire 6.5 de´montre le the´ore`me.
7 Applications
The´ore`me 7.1 Soit P un complexe polye´dral pair CAT(0), dont la me´trique
est hyperbolique au sens de Gromov, dont le groupe des automorphismes est
non e´le´mentaire et d’ensemble limite e´gal a` ∂P . Soit Aut+(P ) le sous-groupe
de Aut(P ) engendre´ par les fixateurs stricts de murs propres et H un sous-
groupe distingue´ de Aut+(P ). Alors ou bien H est contenu dans le noyau de
l’action de G sur ∂G , ou bien H est e´gal a` Aut+(P ).
Preuve D’apre`s le the´ore`me 4.17, l’espace a` murs (XP ,MP ) associe´ a` P est
un espace a` murs hyperbolique, et le bord de P s’identifie au bord du graphe as-
socie´ a` (XP ,MP ). D’apre`s le the´ore`me 5.1, le groupe des automorphismes de P
(resp. le groupe engendre´ par les fixateurs stricts de murs propres de P ) co¨ıncide
avec le groupe G des automorphismes de l’espace a` murs (XP ,MP ) (resp. le
groupe engendre´ par les fixateurs stricts de murs propres de (XP ,MP )). Par
le lemme 5.9, l’espace a` murs (XP ,MP ) ve´rifie la condition (M
′ ). Donc G
ve´rifie la condition (P) par le lemme 3.5. Le re´sultat de´coule alors du the´ore`me
6.1.
Corollaire 7.2 Sous les hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent:
(1) Si P est localement compact alors H est relativement compact, ou e´gal
a` Aut+P .
(2) Si le seul e´le´ment de Aut+ P agissant trivialement sur le bord de P est
l’identite´, alors Aut+P est simple.
(3) Si P est CAT(−1) et tout point de P est contenu dans une droite ge´o-
de´sique, alors Aut+P est simple.
Preuve Si H est contenu dans le noyau de l’action sur le bord, et si P
est localement compact, alors par le lemme 2.2, H est relativement compact.
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Sinon, par le the´ore`me pre´ce´dent on a H =Aut+P , ce qui montre (1) et (2).
L’assertion (3) de´coule de (2) par le lemme 2.2, car puisque Aut(P ) est non
e´le´mentaire, d’ensemble limite e´gal a` tout ∂G , il n’y a pas de point isole´ dans
∂G .
Le the´ore`me 1.4 de l’introduction de´coule de ce corollaire et de la remarque
pre´ce´dant le lemme 2.2.
Corollaire 7.3 Soit (W,S) un syste`me de Coxeter, avec W hyperbolique au
sens de Gromov. Alors le quotient, par son sous-groupe distingue´ localement
compact forme´ des e´le´ments fixant l’infini, du sous-groupe G+ des automor-
phismes du graphe de Cayley de (W,S) engendre´ par les fixateurs stricts de
murs propres, est simple. Il est non trivial (et donc non de´nombrable) si et
seulement si (W,S) est non rigide.
Preuve D’apre`s la remarque (1) de la section 4.2, le complexe polye´dral |W |0
est pair. Il est localement compact, et W agit discre`tement avec quotient
compact sur lui. Le re´sultat de simplicite´ de´coule du the´ore`me pre´ce´dent. La
dernie`re assertion de´coule du the´ore`me 5.12, la non trivialite´ de Aut+|W |0
impliquant sa non de´nombrabilite´ par le lemme 3.6.
Le the´ore`me 1.3 de l’introduction de´coule de ce corollaire, car le groupe des
automorphismes du graphe de Cayley de (W,S) s’identifie avec le groupe des
automorphismes polye´draux de la re´alisation ge´ome´trique au sens de Davis–
Moussong de (W,S) (voir section 5.1).
Pour terminer, de´montrons les the´ore`mes 1.1 et 1.2 de l’introduction. Par le
lemme 5.28, le groupe des F -automorphismes pre´servant le type des immeubles
hyperboliques A(k, L) co¨ıncide avec le groupe engendre´ par les fixateurs strict
de murs propres, est d’indice fini dans Aut0A(k, L) et est simple par le corollaire
7.2 (3). Comme L est non rigide (par exemple si m ≥ 3, un groupe de racine est
non trivial et fixe l’e´toile d’un sommet), il est non de´nombrable, par le lemme
3.6. Il est e´videmment ferme´ dans le groupe de tous les automorphismes, donc
est localement compact.
Enfin, pour montrer que Aut+A(k, L) est non line´aire, il suffit, par le the´ore`me
de Schur–Kaplansky (voir par exemple [18, page 154]), de montrer qu’il contient
un sous-groupe de type fini, de torsion et infini. Supposons que k est multiple
de 4 et que L est ou bien un graphe biparti complet Kp,p′ , ou l’immeuble
sphe´rique d’un groupe de Chevalley fini sur un corps Fq de caracte´ristique p
diffe´rente de 2. En utilisant les me´thodes de l’affirmation 2 de la proposition
5.23, il est alors possible de montrer que G contient une copie du p–groupe
infini a` deux ge´ne´rateurs τ, α de Grigorchuk–Gupta–Sidki (voir [2, page 19]).
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